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Wprowadzenie

W niniejszej rozprawie badana jest stabilnosci w sensie Ulama dla réwnania funk-
cyjnego postaci

l
F(zy+...+z) =Y Ti(F(pi(z1,...,2,)) + D(zy,...,z,) (1)
i=1

w klasie funkcji F' : X — Y, gdzie funkcje I'y,.... I, : Y = Y, D : X" - Y
ip,....,;m: X" — X sa dane, (X,+) jest grupa przemienna, K jest ciatem liczb
rzeczywistych R lub zespolonych C, Y jest przestrzenig Banacha nad K oraz [, 7, s sa

ustalonymi dodatnimi liczbami catkowitymi, dla ktérych zachodzi nieréwnosé s < r.
Ogolne wyniki dotyczace stabilnoéci réwnania (1), ktére sa tu przedstawiane opieraja
sie w znacznym stopniu na rezultatach opublikowanych w pracy [4]. Podamy tez
rezultaty bardziej szczegbtowe, pochodzace gtéwnie z prac [42, 43, 20, 21|, a dotyczace
stabilnosci i hiperstabilnosci pewnych szczegdlnych przypadkéw réwnania (1) postaci

A F(z+y+2)+AsF(2)+AsF(y)+ Ay F(2) = AsF(x4y)+ A F(x+2)+ A7 F (y+2), (2)

gdzie Ay, ..., A; € K sg statymi z ciata K, a takze pokazemy ich zastosowania w charak-
teryzacji przestrzeni unitarnych. Nalezy wspomnie¢, ze réwnanie (2) jest uogélnieniem
bardzo znanego rownania funkcyjnego Frécheta

Fla+y+2)+F@)+Fly)+ F(z)=Fla+y)+ Flx+2)+ F(y + 2), (3)

ktore zostalo wprowadzone przez Frécheta w pracy [30] wlasnie w zwiazku z cha-
rakteryzacja przestrzeni unitarnych. Mianowicie M. Fréchet wykazat, ze przestrzen
unormowana (X, || ||) jest przestrzenia unitarna wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich
x,y,z € X jest spelniony nastepujacy warunek

Iz +y+ 2> + [|=]* + ylI* + 121> = llz + ylI* + |z + 2> + |ly + 2] (4)

Przyjmujac F(x) = ||z||> w réwnaniu (3) otrzymujemy wlasnie warunek (4).

Poniewaz w przypadku, gdy A; = A; # 0 dla wszystkich 7,7 € {1,...,7}, réwnanie
(2) sprowadza sie do réwnania (3), wiec bedziemy gléwnie rozwazaé sytuacje, gdy
A; # A; dla pewnych i, j. Wiadomo (zob. [5, 37]), ze przy odpowiednich zatozeniach,
kazde rozwiazanie F' : X — Y réwnania (3) jest postaci F' =a+ ¢, gdziea : X — Y
jest funkcja addytywna, a ¢ : X — Y jest funkcja kwadratowa. Wyniki dotyczace
rozwiazan rozwazanych rownan umieszczone sa w rozdziale IV.



Wsréd znanych rownan funkeyjnych wystepuja szezegélne przypadki rownania (1).
Sa to np. addytywne rownanie Cauchy’ego

flx+y) = f@)+ f(y), (5)

réwnanie Jensena

Flat9) = 5 (F0) + 72w),
réwnanie Jordana-von Neumanna (funkcji kwadratowej)
f@+y)+ flz—y) =2f(x) +2f(y), (6)

czy tez rownanie Drygasa

flx+y) + flx—y)=2f(2)+ f(y) + f(~y).

Zauwazmy ponadto, ze rownanie funkcyjne Frécheta moze by¢ zapisane w postaci
(1) zaréwno jako

fleaty+z2)=flx+y) + flx+2)+ fly+2)— flz) = fly) - f(2),

jak tez

faty)=fla+2)+fly+z)—flety+z)—flx)— fly) - f(2)

Niech A oznacza operator réznicowy Frécheta definiowany dla funkcji f: X — Y
wzorem

M) = ALf(2) = [z +) — f(x),  myeX
Ponadto (zob. np. [5]) przyjmujemy, ze

At,z = At e} sz A? = At,t, t,Z € X,

Aty =0 0A,0A, A= N v, tiu,z € X.

Zatem tatwo sprawdzi¢, ze réwnanie (6) jest réwnowazne réwnaniu

AL f(x) = 2f(y),

w tym sensie, ze rOwnania te maja te same rozwigzania w klasie funkcji f: X — Y.
Zauwazmy, ze

Apyf(t) = (AzolAyoA)f(?)
A ((Ay o A1)
(Ayo A )f(t+x) — (Ay 0 A)f(t)
Ay(Af)(E+ ) — Ay(ALf)(?)
Acflt+o+y) —Af(E+x) — A f(E+y) + AL f(E)
= ft+zx4+y+z)—ft+ax+y) —ft+ax+2)+ f(t+2)
—fl+y+2)+ fE+y)+ f(t+2) = D)
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Zatem réwnanie (3) mozna zapisa¢ w postaci

Ax,y,zf(o) = _f<0)

Jesli operator réznicowy Frécheta wyzszych rzedéow zdefiniujemy rekurencyjnie
nastepujaco:

CIVAVSE X1y, Tni1 € X, n €N,
to rownanie
Ao f(x) = D(xy, ..., 20, 2), T, x1,...,0, € X,

jest takze szczegdlnym przypadkiem (1) dla r = n.
Warto wspomnie¢ jeszcze, ze (3) moze by¢ zapisane jako

CQf(xa?J,Z) - 07

gdzie
CQf(iL‘,y, Z) = C’f(x,y + Z) - Cf(l‘,y) - C’f(x,z)
oraz

Cf(x,y) = flx+y)— flz) = f(y),

tzn. C2f jest réznicyg Cauchy’ego drugiego rzedu funkcji f. Wprowadzajac definicje
rekurencyjng

Cn+1f($1, vy T4, [En+2) = Cmf(l’l, R e | + $n+2)
—C"f(x1,. .y Tpge) — C" f(x1, ..o, Tpyq)

otrzymujemy kolejny przyktad réwnania (1) postaci
C"f(x1,. . Tpy Tpy1) = D(x1, ..., Ty, Tpy1)

tez dla r = n.
Nastepnym przyktadem szczegdlnego przypadku rownania (1) jest rownanie funk-
cyjne

f(x+y+2)+ f(mz)+ f(my) + f(mz)

S )]

gdzie M, N,m,n sa dodatnimi liczbami catkowitymi, ktére jest rownowazna forma (dla
f: X —Y) réwnania funkcyjnego

M| (P2 g+ 1100+ 5 )

=N () (50) 0 (50))




rozwazanego w [23] w duzo bardziej ogdlnej sytuacji.

Kazde rozwiazanie f : X — Y réwnania (7) jest postaci f = a + q + ¢, gdzie
a: X —Y jest funkcja addytywna (czyli spetnia réwnanie Cauchy’ego (5)), ¢: X — Y
jest funkcja kwadratowa (czyli spelnia réwnanie Jordana-von Neumanna (6)) oraz
c €Y (zob. [23]).

Roéwnanie (7) ze stalymi M = m = 31 N = n = 2 jest nazywane rownaniem
Popoviciu i byto rozwazane po raz pierwszy przez T. Popoviciu w pracy [46] w zwigzku
z pewnymi nieréwnosciami dla funkcji wypuktych. Wyniki dotyczace rozwiazania tego
réwnania i jego stabilnodci mozna znalezé na przyklad w [11, 55, 56]. Rozwigzania i
stabilnos¢ (7) z M = m = 31 N = n = 2 byly rozwazane przez Y.W. Lee [38]. W
bardziej ogélnym przypadku, gdy N = n? i M = m? réwnanie (7) bylo rozwazane w
[39]. Stabilno$¢ réwnania (7) byta badana tez w pracy [57].

Na koniec wspomnijmy, ze w artykutach [6, 7, 9, 58, 59| (przy zalozeniu, ze X jest
przestrzenia wektorowa) rozpatrywana byla stabilnosé réwnan funkcyjnych postaci

i=1

m

> hi(f (g, x))) + A =0, (9)
i=1
gdzie Ay,..., Ay, oraz a;; (dlai =1,...,n, j = 1,...,m) sa skalarami, g,...,¢m :
X" — X s3 odwzorowaniami liniowymi, a hq,..., h,, sa ciagtlymi endomorfizmami
przestrzeni Y.
Latwo zauwazy¢, ze réwnanie (9) (dla hi(y) = y i ¢1(21,...,2,) = x1) mozna
zapisa¢ w postaci (1) nastepujaco

f) = Y ~half (o ) = A

m
=2

Podobnie, (8) staje si¢ szczegdlnym przypadkiem réwnania (1), gdy A1 =11ia; =1
dlaj=1,...,n.



Rozdziat 1

Stabilnos¢ w sensie Ulama

Zagadnienie stabilnos$ci réwnan funkcyjnych pojawito sie w zwiazku z nastepuja-
cym problemem postawionym przez S.M. Ulama w 1940 r. (zob. [33]) i dotyczacym
przyblizonych homomorfizméw grup.

Niech G bedzie grupa, (Gs;d) grupa metryczna oraz € niech bedzie pewna stala
dodatnia. Czy istnieje taka stata dodatnia ¢, ze dla kazdego odwzorowania f : Gy — G,
spetniajacego warunek

sup d(f(xy), f(x)f(v)) <&, (1.1)

x7yEGl
istnieje taki homomorfizm grup h : Gy — G, zZe

sup d(f(x), h(z)) <67 (1.2)

z€Gy

Pierwszy wynik dajacy odpowiedz na to pytanie zostal opublikowany w 1941 r.
przez D.H. Hyersa [32]. Udowodnit on, ze jesli funkcja f odwzorowujaca przestrzen
Banacha X w przestrzen Banacha Y spelnia nieréwno$é

sup [|f(z+y) — f(z) = fW)l <e,

ryeX
dla pewnego € > 0, to istnieje doktadnie jedno takie odwzorowanie addytywne a : X —
Y (tzn. a(z +y) = a(x) + a(y) dla z,y € X), ze

sup [|f(2) — a(z)[| <e.
reX

Dos¢ dtugo uwazano, ze byl to pierwszy wynik z teorii stabilnosci réwnan funk-
cyjnych. Jednakze obecnie znany jest juz wczesniejszy wynik tego typu, dla funkcji
odwzorowujacych zbiér liczb naturalnych w zbiér liczb rzeczywistych, pochodzacy z
ksigzki [54, str. 17].

Wykazana przez D.H. Hyersa [32] wlasno$¢ réwnania Cauchy’ego

flx+y) = flz)+ f(y) (1.3)

przyjeto sie nazywad stabilnoscig Hyersa-Ulama; czesto wynik Hyersa opisuje sie krétko
moéwiae, ze réwnanie (1.3) jest stabilne, dla unikniecia nieporozumien dodajac jeszcze
czasem ze ,,w sensie Hyersa-Ulama” i ewentualnie ,,w klasie funkcji Y.
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7 czasem pojawily sie rozmaite uogolnienia i modyfikacje tego podejscia i jego
rozszerzenia na wiele innych réwnan funkcyjnych. Jednym z pierwszych byt wynik
T. Aoki [2] (ponownie wykazany w [47]), ktory mozna sformutowaé nastepujaco:

Niech p € [0,1) oraz ¢ € R. Jesli funkcja f odwzorowujgca przestrzer Banacha X
w przestrzen Banacha Y spetnia nierownosé

1f(z+y) = f(z) = fWI < cllelP +lyl”),  zyeX,

to istnieje dokladnie jedno takie odwzorowanie addytywne a : X — Y, zZe

c

If (@) = a(@)l| < = llel”, zeX. (1.4)

Zauwazmy, ze biorgc p = 0 w wyniku T. Aoki otrzymujemy rezultat D.H. Hyersa.

Obecnie wiadomo juz, ze analogiczny wynik jest prawdziwy dla kazdego p € R\ {1},
a sytuacja dla p = 1 jest istotnie inna. Ponadto oszacowanie (1.4) jest najlepsze mozliwe
w ogélnej sytuacji (zob. [36]).

Wiecej informacji na ten temat oraz podobne wyniki dla innych rownan funkcyjnych
mozna znalez¢ m.in. w pozycjach [22, 33, 36]. Niektore z nowszych wynikéw, zwigzanych
z tematem tej rozprawy bedziemy omawiali pod koniec tego rozdziatu oraz w rozdziatach
kolejnych. Z powodu obszernosci literatury dotyczacej tego tematu, bedziemy na ogot
podawali odsytacze tylko do prac najbardziej niezbednych z punktu widzenia zagadnien
tutaj omawianych; bardziej szczegétowe odniesienia mozna znalezé we wspomnianych
juz monografiach [22, 33, 36].

W bardzo duzym uproszczeniu, méwimy, ze rownanie funkcyjne jest stabilne w
sensie Ulama, jezeli dla dowolnego rozwiazania przyblizonego (w pewnym okreslonym
sensie) istnieje rozwiazanie doktadne tego rownania, ktore jest ,,blisko” wspomnianego
rozwiagzania przyblizonego. Przy czym pojecie ,,blisko”” moze by¢ rozumiane w rézny
sposob, w zaleznosci zarowno od rozpatrywanego réwnania jak i innych uwarunkowan.

Pojecie stabilnosci w sensie Ulama mozna np. doprecyzowaé¢ tak, jak to opisuje
ponizsza definicja (R, oznacza zbiér nieujemnych liczb rzeczywistych).

Definicja 1.1

Niech (W, dy) i (V,dy) bedg przestrzeniami metrycznymi, S # 0 i U # () bedg zbiorami
oraz klasy funkeji Dy C D C WY oraz & C RS bedg niepuste. Ponadto, niech bedg dane
operatory T, T2 : D = VS oraz S : £ — RY. Méwimy, ze réwnanie

Ty =Tt (1.5)

jest (Dy,S)-stabilne w sensie Ulama, jesli dla wszystkich funkcji v € Dy oraz § € €
spetniajgcych nierownosé

do((Ti)(s), (Taw))(s)) < 8(s), s €S,

istnieje takie rozwigzanie ¢ € D réwnania (1.5), Ze

di(g(t), 0 (1)) < (SO)(t),  teU.



Zauwazmy, ze rOwnanie (1.3) mozna zapisa¢ w postaci (1.5) przyjmujac np.

(M) (@,y) = (@ +y),  (T2¥)(x,y) =v(x) +o(y),  (z,y) €S eD,
daS=X2U=X,V=W=Y,d(z,w) =|z—wl|daz,we W, d, = d; oraz
D =YX,

Z kolei wynik D.H. Hyersa mozna przy tych oznaczeniach opisa¢ méwiac, ze réwnanie
(1.3) jest (Dy, S)-stabilne w sensie Ulama dla Dy = Y,

E={p.cY¥ :ceRy}
oraz operatora S zdefiniowanego wzorem:

S(¢c) = Cbca (bc € 57

gdzie ¢.(z,y) = c oraz odwzorowanie @, € Y jest dane wzorem @.(z) = c.

Wynik T. Aoki natomiast oznacza, ze rownanie (1.3) jest (Do, S)-stabilne w sensie
Ulama dla Dy = YX, £ == {¢., € YX* : ¢ € Ry,p € [0,1)} oraz operatora S
zdefiniowanego wzorem:

S(Pep) = Pep, Gep € E,
gdzie
Pepl,y) = cll]” + [lyl")

oraz odwzorowanie ®., € Y jest dane wzorem

c
Beyla) = -l

Dodajmy jeszcze, ze w przypadku, gdy operator S jest zerowy, tzn. (S§)(t) = 0 dla
wszystkich § € €1t € S, méwimy, ze réwnanie (1.5) jest (S, Dy)-hiperstabilne w sensie
Ulama. Wiecej informacji na temat hiperstabilnéci i podobnego pojecia superstabilnosci
mozna znalezé w pracy przegladowej [16].

1.1 Metoda punktu stalego

Do klasycznych metod badania stabilnosci rownan funkcyjnych zalicza sie klasyczna
,;metode Hyersa’’ polegajaca na konstrukcji odpowiednich ciggéw zbieznych, metode
statego punktu zainicjowana przez J.A. Bakera [8] i rozwijana p6éZniej w pracach m.in.
przez L. Cadariu i V. Radu (zob. [25, 18]), podobna do niej w pewnym sensie metode
Fortiego korzystajaca z wynikéw dotyczacych stabilnosci réwnan funkcyjnych jednej
zmiennej, metode $rednich niezmienniczych zainicjowana przez L. Szekelyhidiego oraz
metode korzystajaca z tzw. ,,twierdzen kanapkowych”. Wiecej informacji na ten temat
mozna znalezé w monografiach [36, 33, 22| oraz w pracy przegladowej [19].

Gléwnym narzedziem badawczym niniejszej rozprawy doktorskiej jest metoda punk-
tu statego, korzystajaca z ponizszego twierdzenia o punkcie statych dla przestrzeni
funkcyjnych pochodzacego z pracy [15] (R, oznacza zbior nieujemnych liczb rzeczywi-
stych).



Twierdzenie 1.1
Niech spetnione bedq trzy nastepujgce warunksi.

(H1) S # () jest zbiorem, E jest przestrzeniq Banacha, t € N, funkcje fi, ..., f; : S — S,
Ly,....L: S — Ry sqg dane.

(H2) T : ES — ES jest operatorem spetniajgcym nieréwnosé

|Te(@) = Tul@)| < X Li@)|é(fi@) — nlfi(z)|,  &neEzes.

=1

(H3) A : R.% — R.S definiujemy jako

Ao(z) := zt:Li(x)d(fi(a:)), SeR 5 zeSs.

i=1

Jesli funkcje € : S — Ry oraz ¢ : S — E spelniajg nastepujoce dwa warunki:

HTSO(CU) - SO(I)H <e(z), eS8, (1.6)
e'(x) == io/\%(l’) <oo, TES, (1.7)

to istnieje taki jedyny punkt staty 1 operatora T, Ze

lp(x) — (@) <e(x), x€S.

Ponadto
P(x) = lim T"p(x), xeS.

Twierdzenie 1.1 bedzie wykorzystane w dowodach gtéwnych rezultatéw tej pracy
doktorskiej.

1.2 Znane wyniki innych autoréow

Teraz przedstawimy niektore znane twierdzenia, ktére dotycza stabilnosci réwnan
funkcyjnych najbardziej zblizonych do tych rozpatrywanych w dalszych czesciach tej
pracy doktorskiej. W ich dowodzie byto stosowane Twierdzenia 1.1. Symbole N oraz
7, zawsze oznaczaja odpowiednio zbiér dodatnich liczb catkowitych oraz zbiér liczb
catkowitych.

W artykule [58] Dong Zhang rozwazal stabilno$¢ réwnania funkcyjnego postaci

W tej publikacji Dong Zhang przyjmuje nastepujace zatozenia

(A) F,K € {R,C}, X jest przestrzenia unormowana, Y jest przestrzenia Banacha,
odpowiednio nad FF, K.



(B) n,m € NN\n > 2,C > 0,a;; € F,A, € Kdlai € {1,...m},j € {1,...,n} sa
ustalone.

(C) Istnieja ig € {1,...,m} oraz ji, jo € {1,2,...,n} takie, ze a,,;, # 0, a;,;, # 0, oraz
dla wszystkich i # ig,y # 0, istnieje j € {1,...,n} takie, ze a;; # Ya;,;-

Pierwsze gltéwne twierdzenie z pracy [58] dotyczace stabilnosci (a w zasadzie hipersta-
bilnosci) réwnania (1.8) jest nastepujace.

Twierdzenie 1.2
Przy zatozeniach (A), (B), (C), jesli dla funkcji f: X — 'Y zachodzi warunek

i Aif (Zn: %‘%‘)

dla pewnego p < 0 oraz dowolnych x1,...,z, € X \ {0}, to

<O Nl (1.9)
j=1

iAif (Zn: aijxj) =0, Ty, ..z, € X\ {0} (1.10)

W drugim twierdzeniu z tej pracy zawarty jest analogiczny wynik, w ktérym
nier6wnosé (1.9) zostata zastapiona przez warunek

i Aif (Zn: aiﬂfj)
i=1 =1

dla pewnych py,...,p, € R, py + ... + p, < 0, oraz dowolnych x4, ..., z, € X \ {0}.

S O] Mls” (1.11)
j=1

Nalezy wspomnie¢, ze dowody tych twierdzen zawieraja luke, ktora zostata uzupet-
niona w pracy [52].
Artykul [59] zawiera analogiczne twierdzenie w ktérym funkcje kontrolna

C " |lay|P, gdzie p <0,
i=1
zastgpiono przez
C’Z |z;||P7, gdzie ij < 0.
=1 =1

W pracy [59] zostal tez opisany pewien problem komputerowy, nazwany The Hyers-
Ulam Programming problem, zwiazany ze stabilnoscig réwnania (1.8).
W artykutach [6, 7] A. Bahyrycz i J. Olko przedstawily kilka bardzo ogélnych

wynikow dotyczacych stabilosci rownania funkcyjnego

i=1 j=1
rozwazanego w klasie funkcji f: X — Y, gdzie m,n € N, X jest przestrzenig liniowsg
nad cialem F € {R, C}, Y przestrzenig Banacha nad F, A, a;; € F, oraz A; € F\ {0} dla
i=1,...,m,j=1,..,n. Gléwny wynik z pracy [6] przedstawiamy w formie ponizszego
twierdzenia.



Twierdzenie 1.3
Zatozmy, ze A = 0 lub AY", A; # 0. Niech g: X — Y, 6: X" — [0,00) spelniajg

warunek

< O(zy, ..., x0), Ty, ey Ty € X (1.13)

f: Aig (En: aijxj) + A
i=1 j=1
Zalézmy, ze istniejg 0 #1 C {1,....,m}, c1,...,cp, € F oraz wy,...,w, € [0,00) takie, Ze
(1) Xjojaije; =1, i €1,
(i0) Pigr [Ailwi <|Zier Asl,
(1ii) 0 (Z}l:l a;;ci(xq, ,mn)) Swil(xy,...,zy) dlai ¢ I, z1,...,x, € X.

Wtedy istnieje jedyne rozwigzanie G: X — Y rownania (8) takie, ze

I < O(crz, ..., cp)
h | Yier Ail — 2 igl | Ai|w;’

Ponadto G jest jedynym rozwigzaniem réwnania (8) takim, Ze istnieje stata B € (0, 00),

llg(x) — G(z) z e X. (1.14)
dla ktorej spetniona jest nierowno$é
lg(z) — G(z)|| < BO(ciz, ..., cpx), r e X. (1.15)

W pracy [7] przedstawione zostaly analogiczne wyniki, ale dotyczace hiperstabilnosci
réwnania (1.12).
Rozdzial ten zakonczymy twierdzeniem, ktére zostato udowodnione w artykule [5].

Twierdzenie 1.4

Niech (X,+) bedzie grupg przemienng, X = X3\ {(0,0,0)}, Xy := X \ {0}, V
przestrzeniq Banacha, funkcje f: X — Y, ¢ : Z — [0,00) oraz L: X® — [0,00)
spetniajg nastepujgce trzy warunki:

M :={m e Z\ {0} : ¢(—2m) + 2¢(m + 1) + 2¢(—m) + c(2m + 1) < 1} # 0,

L(kx,ky, kz) < c(k)L(z,y, 2), (z,y,2) € X,m € M, (1.16)
ke{-2mm+1,—m,2m + 1},

If@+y+2)+fl@)+ ) +f2) = flz+y) - fle+2) - fly+2)
< Lz, y, 2), (x,y,2) € X.
Wtedy istnieje jedyna funkcja F : X —'Y spelniajgca

fleaty+2)+ fl@)+ fly) + f(z) = fla+y)+ fla+2)+ fly+2)

dla wszystkich x,y, z € X taka, Ze
1f(z) = F(z)|| < pr(z), 2 €Xo,

gdzie

L((2 Nz, — _
pr(z) = inf (2m + 1)x, —mx, —mx)

, € X,.
meM 1 —¢(—2m) — 2¢(m + 1) — 2¢(—m) — c(2m + 1) ’ 0
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Rozdziat 2

Stabilnos¢ uogdlnionego réwnania
Frécheta

W biezacym rozdziale prezentujemy rezultaty wlasne zawarte w publikacji [4]
(uzyskane wspdlnie ze wspétautorami tej pracy) i dotyczace stabilnosci w sensie Ulama
réwnania funkcyjnego (1).

W rozdziale tym zaktadamy, ze (X, +) jest grupa przemienng z elementem neu-
tralnym oznaczanym przez 0, K jest ciatem liczb rzeczywistych R lub zespolonych C
oraz Y jest przestrzeniag Banacha nad K. Niech [,r, s € N bedg takimi liczbami natu-
ralnymi, ze s < r oraz niech funkcje F': X - Y, D: X" =Y pi,...,p: X" = X,
I'y,....T Y = Y beda dane.

Niech £x oznacza rodzine wszystkich endomorfizméw X. Dla uproszczenia zapisu
bedziemy uzywacé nastepujacego oznaczenia:

px = p(x), re X, u€€x.

Dla x € X przyjmujemy, ze 1z := z, a nastepnie rekurencyjnie (n+ 1)z := nx + x oraz
(n—1)x := nx —x dla n € Z. Ponadto, dla kazdego u € Ex oraz k € Z, definiujmy
w+ 1, —p, kp e Ex jako

(ht Dz =pr+z,  (—po:=—-pz, (kpz:==k(pz), z€X

Mozemy teraz, dlai =1,...,11i u € Ex, okredli¢ funkcje p; (1) : X — X wzorem

Ponizej przedstawimy gtéwne twierdzenie tego rozdziatu, ktore dotyczy stabilnosci
réwnania funkcyjnego (1) z funkcja D(xq,...,z,) = 0, tzn. réwnania
!
F(zy+...+xz,) =Y Li(F(pi(a,...,2.))), x1,..., 0 € X. (2.2)

i=1

W dowodzie tego twierdzenia zostanie zastosowane Twierdzenie 1.1, za pomoca kto-
rego otrzymane zostanie rozwigzanie doktadne rozwazanego réwnania, jako granica
ciggu wartosci iteracji odpowiednio zdefiniowanego operatora, na argumencie bedacym
przyblizonym rozwigzaniem réwnania (2.2).
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7 kolei we Wniosku 2.1, nastepujacym po Twierdzenie 2.1, przy pewnych dodatko-
wych zalozeniach uogélnimy ten wynik na przypadek réwnania (1) z niezerowa funkcja
D.

Twierdzenie 2.1
Niech M C Ex bedzie niepusty 1

P (i) pe M, i=1,...1} (2.3
Zatozimy, ze P C Ex, spelnione sq dwa ponizsze warunki

KoV =VOR, veP, keM, (2.4)

ﬁj(ﬂ)pi(%; cee ,fr) :pi(ﬁj(ﬂ>xl7ﬁj(ﬂ)x27 cen ,ﬁj(/i)xr)a (2-5)
1.0, €X,0,5=1,...,, u e M,

oraz istniejq takie liczby Ay, ..., A, € [0,00), Ze
IT:(2) — Ti(w) ]| < Ail|z —w]|, zoweY, i=1,...,1 (2.6)

Jesli funkcje f: X =Y, c: P —[0,00), L: X" — [0,00) spelniajg nastepujoce dwie
nierownosct

l

Hf(:c1 btz = ST il ,a:r)))H <L(zr,....2), (2.7)

i=1
X1y T € X,

L(pzy,...,px.) < c(p)L(z,. .., x,), x1,...,0, € X, peP, (2.8)
oraz
!
6}1 = ZAZC(I/?\Z(#’)) <1, IS Ma (29)
i=1

to istnieje takie jedyne rozwigzanie F' : X — Y rownania (2.2), ze

R Ly(z)
If (@) = F@)Il < pr(e) = mf == 5 ®€ X, (2.10)
gdzie
L,(z)=L(((s—1)p+ 1)z, —pz,...,—pz), z e X.
Ponadto

F(z) = lim (7,)" f(x), reX, peM,

n—o00

gdzie operator T, : Y~ — YX jest dany wzorem
l
(T.8)(x) =Y Tiémi(w)x)), €Y, zeX, peM. (2.11)
i=1

12



Dowdd. Niech operator T, : Y* — Y bedzie dany wzorem (2.11). W poczatkowe;
czesci dowodu pokazemy, ze spetnia on zalozenia Twierdzenia 1.1.
W tym celu zauwazmy, ze wstawiajac za xq wyrazenie ((s — 1)u + 1)z oraz biorac

Tog=...=Tp, = —UT

w nieréwnosci (2.7) otrzymujemy

l
7@ = DG € L = Dat Doy —pur, o —po) = L(o)  (2.12)

=1

dla z € X, p € M. Nier6wnos¢ (2.12) moze byé¢ wiec zapisana w postaci
[Tuf(x) = f(@)] < Lu(z), ze€X, peM.

Zdefiniujmy A, : R.* — R, jako
: X
A;ﬂ](x) = ZAln(ﬁz(:u)x)v URS RJr y T € X? IS M.
i=1

Wtedy dla kazdego ;1 € M operator A := A, ma posta¢ opisang w warunku (H3)
z Twierdzenia 1.1 (dla S =X i E=Y) oraz

fi =Dpi(p), Li(z) = A, i=1,...,1

Ponadto, z warunku (2.6) wynika, ze dla wszystkich &, n € Y 2 € X, u € M zachodzi

< DA€ =) @),

i=1

gdzie
=) =&y —nly), yeX

Oznacza to, ze T = 7T, spelnia nieréwnos¢ wystepujaca w (H2) dla kazdego p € M.
Natomiast z zalozenia (2.4) dla wszystkich k,u € M,i=1,...,1

(s = Dr+1) 0 i) = pilw) o (s — Vi + 1),

~
z
=)
=
&

I

L(((s = Dk + Dpi(w)a, —kpi( ), . .., —pi(p))

L(pi(p)((s = Ve + D, pi(p) (=), ... Bi(u) (—k)),  x € X,

A w konsekwencji z (2.8) otrzymujemy

L.(pi(p)x) < c(pi(p))Li(x), reX,kpeM,i=1,...,1

13



Zatem, na mocy powyzszej nieréwnosci,

< Z Aic(Pi(p)) Li(z) = BuLx(z)

i=1
dla k, u € M, x € X. Nastepnie indukcyjnie pokazemy, ze dla dowolnego n € N mamy
nieré6wnosé

A Le(@) < (B)) Lu(z), 2 € X, p 5 €M, (2.14)

Zauwazmy, ze warunek (2.14) dla n = 1 ma postaé¢ (2.13). Ustalmy k € N i zatézmy,
ze (2.14) zachodzi dla n = k.

Korzystajac z postaci operatora A, (2.13) i zalozenia indukcyjnego otrzymujemy

ML) = Y AN Bi0)2) < (8) Y ALu(Bi(i)a)

1

=

< (8) BuLu(@) = (8,) " Lu(2),  weX.reM.

Pokazalismy wiec, ze (2.14) zachodzi dla n = k + 1, co konczy dow6d warunku (2.14).
Stad z (2.9) mamy nastepujace oszacowanie

S A L) <3 (Bu) Lu(z) = fﬁ(? ,  peEMzeX.
n=0 n=0 M

Zatem z Twierdzenia 1.1 (z S = X i F =Y) wynika, ze dla kazdego u € M istnieje
taka funkcja F,: X =Y, ze

1f(z) — Fu(2)] < ILZ(Z’ z € X, (2.15)

oraz F, = T,F),, tzn.

Ponadto
F(z) = lim 7,"f(z), re X, ue M.

n—0o0

Nastepnie przez indukcje pokazemy, ze

< (B,Jn L(zq,...,x,)

dla wszystkich z1,...,z, € X, n € Ng:=NU{0}, u € M.

l

T f(wr 4t as) — S DT (i, . 7xr)))H (2.16)

=1
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Ustalmy w tym celu 4 € M. Dla n = 0 warunek (2.16) jest réwnoznaczny z
(2.7). Wezmy k € Ny oraz zatézmy, ze (2.16) zachodzi dla n = k oraz dla wszystkich
Ty, ..., 2, € X. Wtedy z (2.5) 1 (2.6) mamy

l

Tt a) = ST )

_ ir (T By) (1 + .+ 2.)

S jﬁlrjm’“f@mpzm, =)
_ jj:lr]m’ff(@(u)xl + .+ D))

S z LT ), i) )|
< S AT+ B )

J=1
!

= ST B ) i) |

=1

<4 (8.) L@, -3 ()

j
< (ﬁu)kHL(xl, ey )

dla wszystkich zy, ..., 2, € X, co koiiczy dowdd (2.16). Poniewaz 3, spelnia warunek
(2.9), wiec biorac n — oo w (2.16) wnioskujemy, ze

!
F x4 ...+ x,) => Li(Fu(pi(a, ..., 1)), T1,..., 0 € X, (2.17)
i=1
Udowodnili$my w ten sposéb, ze dla kazdego pu € M istnieje funkcja F), : X — Y
spetniajaca réwnanie (2.2) oraz warunek (2.15).
Nastepnie pokazemy, ze F), = F; dla wszystkich p, x € M. W tym celu wykazemy
wcezesniej, ze

I7."E(2) = T n(@)[| < Ay o(z), e X, (2.18)

dla kazdego n € Ny :=NU {0}, &, n € YX, p € M i € R spemiajacych warunek
1€(x) = n(z)]| < d(z) dla z € X.

Zauwazmy, ze przypadek n = 0 w (2.18) oznacza nieréwnosé ||€(x) — n(z)|| < o(x)
darec X, &neYX pe MideRX |&(z) —n(x)] <6(z) dla z € X. Nastepnie
zatézmy, ze (2.18) zachodzi dla ustalonego n € Ny oraz dla wszystkich &,n € Y,
p € Mid e RN speiajacych warunek [|€(x) — n(z)|| < 6(z) dla z € X. Wtedy, dla
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EneYX peMideRS |€(x) —n2)| < d(z) dla 2z € X, mamy
177 8(2) = T @) < D2 Lil@) I T €0 (w)x) — T n(Bi(w))l|

< ZLz(x)Auné(ﬁz(M)x) - Aun+15(x)v e X.

i=1

To konczy dowdd (2.18).
Ustalmy p, k € M. Zauwazmy, ze F, spelia (2.17) z p zastapionym przez k, tzn.
!
Fo(zi+ ...+ x5) => Ti(Fulpi(z, ... z0))), 1., € X. (2.19)

=1

Zatem biorac
1= ((s—=1)p+ 1)z, To=...=Tp = —Ux

w (2.17) oraz (2.19) (dla x € X) dostajemy, ze T,F, = F, dla ¢ = p, k. Z nieréwnosci
(2.14), (2.15) i (2.18) otrzymujemy
[Eu(z) = Fu(@)l = T Fu(z) = T E(2)]
< T Fux) = T f@)| + (17" f () = T Fi(a)]
AL | A L)
= 1- Bu 11— Brs
< (Bu)nLﬂ(x) + (6H>nLn(x)
h - Bu I Bn

dla kazdego = € X, n € N. Bioragc n — oo dostajemy F), = F), =: I'. W ten sposob, na

mocy (2.15) dowiedlisSmy, ze

L(z)

I5@) = F@)l < 25

reX,ueM,

a stad wynika oszacowanie (2.10).
Nastepnie pokazemy, ze F jest jedynym rozwiazaniem réwnania (2.2). Niech G :
X — Y bedzie réwniez rozwiazaniem réwnania (2.2) takim, ze ||f(z) — G(2)| < pr(2)
dla x € X. Wtedy
IG(x) = F(z)| < 2pL(z), z€X.

Ponadto 7,G = G dla kazdego i € M. Stad dla ustalonego € M z (2.14) i (2.18)
dostajemy

1G(2) = F(z)]| = 1T."G(z) = T.,"F(2)]

20,"Ly(x) _ 2(Bs) L)
1-8, —  1-5,




dla z € X i n € N. W konsekwencji biorac n — oo otrzymujemy, ze G = F. To konczy
dowdd. [ |

7 Twierdzenia 2.1 uzyskujemy analogiczny wynik w przypadku, gdy D nie jest
funkcja zerowa, ale przy pewnych dodatkowych zatozeniach. Rezultat ten przedstawiamy
ponizej.

Wniosek 2.1

Niech M C Ex oraz P bedzie okreslone za pomocq (2.3). Zaléimy, ze P C Ex oraz
warunki (2.4), (2.5) 7 (2.6) sq spelnione. Niech funkcje fi: X — Y, c: P — [0,00)
oraz L: X" — [0,00) spelniajg warunki (2.8), (2.9) oraz zachodzi nieréwnosé

Zatozmy, ze I'y,..., Iy sq funkcjami addytywnymi oraz réwnanie (1) ma co najmniej

filer + ...+ xg) — Zf‘i(fl(pi(xl, conmy)) = D(xy, .. x)

i=1

< Lz, ..., x,), T1,..., 2, € X.

jedno rozwigzanie Fy : X — Y. Wtedy istnieje jedyne rozwigzanie Fy : X — Y
réwnania (1) takie, ze

@) = Al < jnf, 745

reX. (2.20)

Dowéd. Zapiszmy f := f; — Fy. Wtedy zachodzi warunek (2.7), a wigc na podstawie
Twierdzenia 2.1 istnieje jedyne rozwiazanie F' : X — Y réwnania (2.2) takie, ze
zachodzi oszacowanie (2.10). Niech Fy := F + Fy. Wtedy F) tak zdefiniowane jest
rozwiazaniem réwnania (1), ktére spelnia warunek (2.20). Ponadto, F} jest jedynym
rozwiazaniem (1) speliajacym (2.20), poniewaz F jest jedynym rozwiazaniem réwnania
(2.2) spemiajacym (2.10). [

7 Twierdzenia 2.1 otrzymujemy bezposrednio takze nastepujacy wniosek dotyczacy
hiperstabilno$ci réwnania funkcyjnego (2.2).

Wnhiosek 2.2

Niech M C Ex oraz P bedzie okreslone za pomocq (2.3). Zatéimy, ze P C Ex oraz
warunki (2.4), (2.5) © (2.6) sq spelnione. Niech funkcje f: X =Y, c: P — [0,00) oraz
L: X" — [0,00) spetniajg warunki (2.7) i (2.8) oraz

sup 3, < 1, inf L(((s — Dp+ Dz, —pz, ..., —pux) =0, re X, (221)
HEM HEM

Wtedy f jest rozwigzaniem réwnania (2.2).

Ponizsza uwaga przedstawia przyktady takich funkcji kontrolnych L, ze warunek
(2.8) jest spelniony z odpowiednimi statymi ¢(p;) oraz zbiorem P (zaleznymi od zbioru
M oraz funkcji py, ..., pr).
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Uwaga 2.1
Niech Q oznacza zbiér liczb wymiernych i X bedzie rzeczywista przestrzenig unormo-
wang. Zatézmy, ze py,...,p; oraz M sa takie, ze dla zbioru P okreslonego za pomoca
(2.3) zachodzi warunek
P C {m € Ex : m € Q},
gdzie p,(r) =mx dlaz e X, m e Q.
(a) Jesli L(0,...,0) =0 oraz

L(xy, ... 2,.) = 6()\1“651561\](11 +.. .+)\T|\drxTHqT> (x1,...,2.) € X"\ {(0,...,0)},

gdzie r € N, w € R\ {0}, €,¢;, \; € (0,00) dla i =1,...,7 oraz dy,...,d, € Ex (jesli
w < 0, to zaktadamy dodatkowo, ze funkcje dy, ..., d, sa injekcjami), to warunek (2.8)
zachodzi na przyktad z funkcja ¢ : P — [0, 00) postaci

c(pm) = max |m % m e Q\ {0}. (2.22)
Ponadto w przypadku, gdy w < 0 oraz
M = {uy, € Ex :m € (K,00) NQ}, (2.23)

gdzie K > 0 jest tak duza liczba, ze sup,c B, < 1, dostajemy warunek (2.21) (ktory
implikuje hiperstabilno$¢ réwnania). Natomiast, w przypadku, gdy w > 0 oraz

M :={p, € Ex :me (0,K)NQ}, (2.24)
gdzie K > 0 jest tak mata liczba, ze zachodzi warunek (2.9), otrzymujemy
Ly () = € (M((s = Dm + 1)@ [|dyz]|* + Agm® || doz || + ... + Aem® || dy]| )"

dla wszystkich z € X i u,, € M, a w konsekwencji
Ly(z)
ueEM 1 — 5#

(b) Niech y € {1, —1} oraz w(t) = tX dla t # 0 oraz w(0) = 0. Jedli funkcja kontrolna,
L: X" — [0,00) jest postaci

— (M), zeX.

L(zy,...,x.) = w(||diz||™ - ... ||dpz, ]9, 1y, € X,

gdzie dy,...,d, € Ex oraz q1,...,¢ € [0,00), ¢1 + ...+ ¢ > 0, to warunek (2.8)
zachodzi z funkcja ¢ : P — [0, 00) postaci

(fhym) = |m|(@t-Fa)x, me Q\ {0} (2.25)

Ponadto, jesli x = —1 oraz zbiér M jest postaci (2.23), gdzie K > 0 jest dostatecznie
duza liczba, to otrzymujemy warunek (2.21). Natomiast, jesli x = 1 oraz zbiér M jest
postaci (2.24), gdzie K > 0 jest tak malg liczba, ze zachodzi warunek (2.9), to

Ly, () = ((s = Dm + 1) m® 0 dya || || da || - .- | dez |, @ € X,
i wobec tego pr(z) = 0.

Prosty przyktad takiej sytuacji przedstawiony zostanie we Wniosku 2.3.
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Ponadto zauwazymy, ze réwnanie (1) ma co najmniej jedno rozwiazanie I : X — Y
wtedy i tylko wtedy, gdy

!
D(zy,...,z.)=g(z1+ ...+ x5) — Zf‘i(g(pi(xl, ces )y T1,...,20, € X,

=1

dla pewnej funkcji g : X — Y. To oznacza, ze klasa funkcji D : X" — Y takich, ze
réwnanie (1) ma co najmniej jedno rozwiazanie Fy : X — Y jest bardzo duza (zob. [14,
Uwaga 2.3]).

Zauwazmy tez, ze jeSlil = 6, s =r = 3, [';(y) = a;y dla y € Y oraz pewnych a; € K,
gdzie i = 1,...,6, oraz funkcje pi,...,ps : X® — X sg postaci:
p1<x7y72) =1, pg(ﬂf,y,Z) =Y, pg(.T,y,Z) =z,
p4(x7y72):x+yv p5(x7y7'z):x+zv pﬁ(xay7z):y+za xay7Z€X7

to réwnanie (1) przybiera postaé

flat+y+z)= af(x)+axf(y) +asf(z) +asf(z +y)

(2.26)
tasf(x+2) +agf(y + 2) + D(z,y, 2).

Réwnanie to jest wiec pewnym uogélnieniem réwnania (3). Stad z Wniosku 2.1 wypro-
wadzamy nastepujacy rezultat.

Whniosek 2.3
Zalozimy, ze aq,...,as € K oraz réwnanie (2.26) ma co najmniej jedno rozwigzanie
Fo: X =Y. Niechf: X =Y, :7Z—1[0,00), L: X3 — [0,00) oraz spetnione sq trzy
nastepujgce warunki:
M:={m e Zy: |ag|d(—2m)+ (Jas| + |as|)'(m + 1)
H(Jaal +las)e/(=m) + lan]/(2m + 1) < 1} £ 0,

[f(x+y+2) —af(r) —asf(y) +aszf(z) —asf(x +y) —asf(x+ z2)

(2.27)
—aﬁf(y+z)—D(x,y,z)|\ éL(az,y,z), .li,y,ZEX,
L(mx,my,mz) < d(m)L(x,y,2), r,y,z€ X, meZ. (2.28)
Wtedy istnieje jedyne rozwigzanie F : X — 'Y réwnania (2.26) takie, Ze
.. L(2m+ 1)z, —mx, —mx)
1f(@) — F(@)]l < inf (2.20)

meM 1— ﬂm ’
gdzie

B 1= ol (~2m) + (laa] + a5} (m + 1) + (Jaz] + las])e'(~m) + ar e/ (2m +1).

Dowéd. Zauwazmy, ze warunek (2.6) zachodzi z I';(y) = a;y dlay € Y oraz A; := |a;|
dlai=1,...,6
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Zdefiniujmy p,, € Ex wzorem: f,,(x) = mz dla x € X i m € Z. Wtedy zgodnie z
wzorem (2.1), dla m € Z,

P1(ftm)T = 2ty + 1)z = (2m + 1)z, P2(ptm) = P3(pim)r = —mz, (2.30)

]/)\4(Mm)x = ﬁ5(:u’m>x = (m + 1)'1:’ ﬁ(i(:um)x =—2mx, x€ X.

Zauwazmy, ze warunki (2.4), (2.5) i (2.9) zachodza, zbiér M jest postaci
M = {py, € Ex :m € M}

oraz ¢(fiy) = (m) dla m € Z. Ponadto zbiér P C Ex, natomiast warunek (2.28)
odpowiada (2.8). W konsekwencji mozemy zastosowa¢ Wniosek 2.1 i na jego podstawie
otrzymujemy jedyne rozwiazanie rownania (2.26) spelniajace warunek (2.29). [ |

Ponizszy rezultat, wyprowadzony z Wniosku 2.2 i Uwagi 2.1, przedstawia charakte-

ryzacje przestrzeni unitarnych.

Whniosek 2.4
Niech X bedzie przestrzenig unormowang nad ciatem K € {R,C}, by,...,bs € K oraz

F(@,y,2) = |llz +y + [ + bal| ]| + bl ]| + bs| 2|
—ballz + yl* = sl + 2[|* = boly + =[]

dla x,y,z € X. Zaloimy, Ze zachodzi jeden z dwdch ponizszych warunkow:

(i) istniejg injekcje dy, ds,ds € Ex i liczby rzeczywiste dodatnie wo,ty,ta,t3, A1, A2, A3
takie, Ze

ei= sup F(r,y,2)(Mlldi|™ + hallday]|”™ + Aslldsz]|"*) ™" < oo
x,Y,2€

(i) istniejg injekcje dyi,ds,ds € Ex 1 nieujemne liczby rzeczywiste p,t,u takie, Ze
p+t+u >0 oraz

e:= sup F(x,y,2)||dix|]?|doyl||dsz||* < .

a:,y,zEX

Wtedy by = ... =bg = 1 oraz X jest przestrzenig unitarng.

Dowéd. Zauwazmy, ze warunek (2.6) zachodzi z A; := |b;| dla i = 1,...,6. Niech
zbiér P bedzie dany jak w Uwadze 2.1 oraz f(z) = ||z||* dla z € X. Wtedy dlam € Q
okreslamy funkcje p,,, jak w dowodzie Wniosku 2.3. Wéwezas zachodza réwnosci (2.30),
a w konsekwencji warunki (2.4) oraz (2.5) sa spelnione.

Jesli zalozenie (i) jest spetnione, to nieréwnosé (2.7) zachodzi z funkcja L zadana
jak w Uwadze 2.1 (a) (z liczba rzeczywista w = —wy < 0). Ponadto dla zbioru M
postaci (2.23), tj.

M = {pim € Ex :m € (K,00) NQ},
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gdzie K > 0 jest dostatecznie duza liczba rzeczywista, zachodza warunki (2.21) i (2.8)
z funkcja c(pm) postaci (2.22).

Jedli natomiast zatozenie (ii) jest spelione, to otrzymujemy warunek (2.7) dla L
danej jak w Uwadze 2.1 (b) (z liczba s = —1). Ponadto dla zbioru M postaci (2.24), tj.

M:: {NmeSX:me(oaK)mQ}a

gdzie K > 0 jest dostatecznie duza liczba rzeczywista, spetnione sa warunki (2.21) i
(2.8), gdzie (i) jest zdefiniowana wzorem (2.25).

W konsekwencji mozemy zastosowa¢ Wniosek 2.2, na podstawie ktorego otrzymu-
jemy, ze f jest rozwiazaniem réownania (2.26) z D(z,y,2z) =0, a; = —b; dlai=1,2,3
oraz a; = b; dla j = 4,5, 6, tj. rbwnania

flx+y+z2) +bif(x) +baf(y) +bsf(2) =
buf(x+y) +bsf(x+2) +bsf(y + 2).

Nastepnie pokazemy, ze by = ... = bg = 1. Podstawmy wyrazenie ax za zmienng x,

(2.31)

fx za zmienna y i yx za zmienng z do réwnania (2.31), gdzie «, 3,7 € K. Wdwczas
korzystajac z postaci funkcji f otrzymujemy

(o + B +7)" +b1a” + 5o + b3y = ba(a + B)* + bs(a +7)" +bs(B +7)*  (2.32)

dla dowolnych «, 3,7 € K.
Biorac a = 1,8 =~ =0 w (2.32) mamy 1+ b; = by + bs. Nastepnie dla f = —a =1
iy =0w (2.32) otrzymujemy réwnos¢ by + by = b5 + bg, a w konsekwencji

1 —by = by — bg. (2.33)
Analogicznie z f =1, a=v7=01i = —y =1, a = 0 otrzymujemy
1 — b3 = bg — bs, (2.34)
orazy=1l,a=pF=0ia=—y=1, =0 daje
1 —by =bs — by. (2.35)
Nastepnie wstawiajac 1l =a=—-=—vy, 1 =—-a=0=—yil=—-a=—-F=7vdo
(2.32) dostajemy odpowiednio
1+ by + by + bz = 4bs,
1+ by + by + by = 405, (2.36)
14 b1 + by + bz = 4by.

Stad by = by = bg 1 w konsekwencji warunkéw (2.33)-(2.35) otrzymujemy 1 = by = by =
bs. Ostatecznie z uwagi na (2.36) 1 = by = ... = bs. Funkcja f spelia wigc réwnanie (3)

a zatem zachodzi warunek (4). Ostatecznie na mocy wyniku Frécheta [30] otrzymujemy,
ze X jest przestrzenig unitarna. [

W kolejnym wniosku réwniez przedstawiamy pewng charakteryzacje przestrzeni
unitarnych. Rezultat jest nastepujacy.
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Whniosek 2.5
Niech X bedzie przestrzenig unormowang nad ciatem K € {R,C}, by, by, b3 € K oraz

Q(x,y) = |||z + y|* + ballz — y|* = bal|z[|* — bl
dla x,y € X. Zaloimy, ze jeden z dwoch nastepujgcych warunkow jest spetniony:
(i) istniejg injekcje dy,ds € Ex i takie dodatnie liczby rzeczywiste A1, Ay, wo, t1, ta, Ze

sup Q(z,y) (M fldiz ]| + Aellday[|?) ™ < oo;
z,yeX
(i) istniejg injekcje di,dy € Ex i takie nieujemne liczby rzeczywiste p,t, Ze p+1 >0
oraz

sup Q(z, y)[|diz|]”[|dayl|" < oo.
z,yeX

Wtedy X jest przestrzeniq unitarng oraz b3 = by =2, by = 1.

Dowdéd. Analogicznie jak w dowodzie Wniosku 2.4 stosujemy Uwage 2.1 1 Wniosek
22 (dlas=r=2il=23)dla f(z) = ||z|]* i otrzymujemy, ze

Iz + yll* + ballw — ylI* = balll|* + Bsllyll*, @y € X. (2.37)

Nastepnie wstawiamy x = 0, a potem y = 0 w warunku (2.37) i dostajemy odpo-

wiednio
14b;=0bs, 1+4+b =bs.
Stad z powyzszych dwoch warunkéw mamy, ze by = by. Dalej warunek (2.37) z z =y
oraz x = —y skutkuje
4 =10y + b3, 4by = by + b3,

a wiec 1 = b;. Wowcezas by = by = 2, a w konsekwencji otrzymujemy, ze f jest
funkcja kwadratowa. Spetnienie warunku Jordana i von Neumanna oznacza, ze X jest
przestrzenig unitarna. |

Nastepny wniosek nawiazuje do rezultatow zawartych w publikacji [49, Wniosek 3].

Whniosek 2.6

Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad cialem K € {R,C}, Y jest przestrzenig
Banacha nad ciatem K oraz funkcje dy,dy : X — X niech bedg izomorfizmami. Niech
[ X=>Y, 1Y =Y dai=1,2 M\, e, q1,q € (0,00), w € (—00,0) oraz zachodzq
dwa nastepujgce warunki:

1f(diz + doy) = T1(f(2)) = Do fII < allzl|™ + Aalyl|2), (2,y) € X2\ {(0,0)},

f(0) =T1(£(0)) + T2(£(0)). (2.38)
Wtedy funkcja f spelnia rownanie
fldiz + day) = T1(f(x)) + T f(y), z,y € X. (2.39)
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Dowéd. Wstawiajac u := dyx, v := dyy w warunku (2.38) dostajemy
| f(u+v) = Ti(F(diw)) = Ta(f(dv)) | < (Mlldiull® + Aafldov]2)”, w0 € X,

zdy =d; 71idy = dy 7. Uwzgledniajac drugi z warunkéw (2.38) dostajemy, ze zachodzi
warunek (2.7)dlas=101=r =2,
pl(“v U) = dluw pQ(ua U) = ng, u,v € Xa

L(0,0) =0,  L(u,v) = (Aafldul™ + Aol dav][*) (u,v) € X*\ {(0,0)}.

Zatem, podobnie jak w dowodzie Wniosku 2.4, stosujac Uwage 2.1(a) dowodzimy, ze
zatozenia Wniosku 2.2 sa spelnione, a stad f spelnia réwnanie

flutv) =T1(f(diw)) + To(f(d2v)),  wveX.

Zatem f jest rozwigzaniem réwnania (2.39). [
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Rozdziat 3

Stabilnos$¢é na zaciesnionej dziedzinie

W tym rozdziale zostang przedstawione rezultaty wykazane w [42, 20, 21] i dotyczace
stabilnosci na zacie$nionej dziedzinie réwnania funkcyjnego (2), tj.

A F(x+y+2)+ AsF () + AsF(y) + A4F(2) (3.1)
=AsF(x+y)+ AsF(x+ z) + A7 F(y + 2),
bedacego szczegdlnym przypadkiem réwnania funkeyjnego (1).

Wryniki tego rozdziatu dopehiajg wyniki z poprzedniego rozdziatu, a takze korespon-
duja z rezultatami w [17, 24] oraz klasycznymi wynikami dotyczacymi stabilnosci réwnan
funkcyjnych w [13, 49], ujmujac rozwazany problem w sposéb bardziej szczegbtowy.
Motywacja do ich uzyskania byto naturalne pytanie o zaleznos¢ stabilnosci réwnania
(3.1) od wspdtezynikéw Ay, ..., A7, wystepujacych w tym réwnaniu i zbadanie tego
problemu dla mozliwie szerokiego zakresu wartosci tych wspétczynnikéw na zacie$nionej

dziedzinie, przy mozliwie najstabszych zatozeniach o X.
Rozwazmy nastepujacy uktad réwnan liniowych

Ay + Az + Ay =0

Ap+ Ay + A3 =0

Al 4+ Ay + Ay =0

A+ A3+ Ay =0 (3.2)
—Ay — Az +Ag+ Ar =0

—Ay— Ay + A5+ A7 =0

—Ay— Ay + As + Ag = 0.

Macierz tego uktadu jest postaci
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0 1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0
0 -1 -1 0 0 1 1
0 -1 0 -1 1 0 1
0 0 -1 -1 1 1 0]

Wyznacznik tej macierzy jest rowny 6. Zatem, w przypadku gdy nie wszystkie

parametry Aq,..
spetnione.

., A7 sa réwne 0, co najmniej jedno z réwnan uktadu (3.2) nie jest

Teraz wymienimy podstawienia (za zmienne z,y, z), ktére beda stosowane oraz

réwnania jednej zmienniej otrzymane z réwnania (2) za pomoca tych podstawien:

(D

(1)

(II1)

(V)

=t y=1t, z2=1

AF(3t) + (As + As + Ay F(t) = (A5 + Ag + A7) F(21),

(A1 + Ay + A3)F(t) + AyF(—t) = AsF(2t) + (A6 + A7) F(0),
r=t y=—t, z=t
(Ay + Ay + A F(t) + AsF(—t) = (A5 + A7) F(0) + AgF(2t),
r=—t y=t z=t

(A1 + A3+ A F(t) + Ay F(—t) = (A5 + A6) F(0) + A7 F(2t),

(As + As — Az — A F(t) = (A1 — A7) F(2t) + A F(0),

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Na koncu niniejszego rozdziatu przedstawione zostang zastosowania wynikéw, ktore

dotyczy¢ beda hiperstabilnoéci rozwazanego réwnania funkcyjnego oraz nowych nierow-

nosci charakteryzujacych przestrzenie unitarne.
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3.1 Przypadek (I)

Sformutujemy teraz najwazniejsze twierdzenie tego podrozdziatu opublikowane w
[20]. W Twierdzeniu 3.1 zakladamy o X jedynie, ze jest przemiennym monoidem.
Twierdzenie to, jak rowniez niektore nastepne twierdzenia bazuja na twierdzeniu o
stalym punkcie dla przestrzeni funkcyjnej z pracy [15].

Twierdzenie 3.1
Zatozimy,ze (X, +) jest przemiennym monoidem, Y jest przestrzenig Banacha nad
ciatem K € {R,C}, oraz Ay,..., A7 € K. Niech D C X,0€ D,

2z,3r € D, reD,

D := D3\ {(0,0,0)}, Ay + A5 + A4 # 0,
A5+ Ag+ Ar— A

= 1
Bo Ay + Az + Ay
oraz funkcja L: D? — [0,00) spelnia warunek
L(kx, ky, kz) < ¢, L(z, vy, 2), (x,y,2) € D,k e {2,3}, (3.10)

z pewnymi takimi stalymi co,c3 € [0,00), Ze 1= bocy + bzcs < 1, gdzie

As + A + Ar 1
= 3.11
Ay + A3+ Ay (3.11)

A
by - , b::‘.
2 ST Ay + Ay + Ay

Jesli funkcja f: D —'Y spelnia nastepujgcg nierownosé

A1 f(z+y+2) +Asf(z) + Asf(y) + Asf(2) (3.12)
—Asf(x+y) — Asf(x + 2) — Arf(y + 2)|| < L(z,y, 2),
(v,y,2) €D v +y+z,o+yz+zy+zeD,

to istnieje taka jedyna funkcja F': D —Y, Ze

Aif(x+y+2) +Aof(2) + Asf(y) + Aaf(2)
=Asf(x+y)+ Asf(z+2) + A7 f(y + 2)
(r,y,2)€D? v +y+z,o+yz+z,yt+zeD, (3.13)

If(z) = F(2)[| < pr(z), =z €D, (3.14)
gdzie
o L(z,x,x)
) = L At Al @y TSP 1)
P
| B jesli - @ # 0;
W@f{% jesli & = 0.
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Dowdd. Podstawiajac y = z = & w nieréwnosci (3.12) otrzymujemy

[ALf(3x) + (A2 + A3 + Au) f() — (A5 + Ag + A7) f(22)|| < L(z,w,x), x€D.

Zatem dla kazdego x € D dostajemy nieréwnos¢

As + Ag + A7 Ay
S e S <
gdzie
L(z,z,x)

e(z) = A+ Ay 1 Ay

Zdefiniujmy operator liniowy 7 : YP — YP wzorem

As + Ag + Ay
Ay +As+ Ay

A

Tf(x) = A2+A3—|—A4

£(2z) — £(3x), EcYP zeD.

W szczegbélnym przypadku, gdy x = 0 mamy

As+ Ag + A7 — Ay
Ay + As+ Ay

TE(0) = £0), eyl

Z warunku (3.16) bezposrednio wynika, ze

If(2) = T <e(x), zeD,

(3.16)

(3.17)

(3.18)

co oznacza, ze warunek (1.6) w Twierdzeniu 1.1 zachodzi. W przypadku, gdy z = 0

z (3.16) i (3.18) mamy

As + Ag + A7 —
LA S O] < 20)

170) =TSO = [1 -

Teraz pokazemy, ze warunek (H2) w Twierdzeniu 1.1 jest spelniony z k =3, S = D,

E=Y, fi(z) =2z, fo(x) = 3z, f3(x) = x oraz

{ 2 jesli - o # 0;

jesli x =0,

jesli x =0,

_{ 3 jesli  x # 0;

{ jesli  x # 0;
Bo

jesli x =0,

tzn.

1Te(x) = Tu@)ll < X L) E(fi(2)) — p(fi@)Il, &neYP zeD.
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Ustalmy &, u € YP. Wtedy dla kazdego € D mamy

ITe(w) = Tu(o)] = |5 (6(20) — p(2a)
T reme (ORI |

Stad z nieréwnosci trojkata otrzymujemy, ze

As + Ag + Ay

[T¢(x) — Tu(x)] < m

1€(22) — p(22)]
1€(32) = u(32)]-

1
4 \
Ay + A+ Ay
Zatem

7€) = Tule)ll < ba [[€(22) = p22)[| + b3 16(Bx) — uB2)[l, =€ D\{0}. (3.19)

W przypadku, gdy x = 0 mamy nast¢pujaca réwnosé

IT€0) — TuO)l = [ 222 0) = (o)
- [Pt A o) - w0
Zatem
ITE(0) ~ TuO)ll < 5 l1€0) ~ w(O)] (3.20

To oznacza, ze warunek (H2) jest spelniony.
Nastepnie definiujmy A : R, — R, P tak jak w warunku (H3) jako

3
An(z) = > lLi(x)n(fi(x)), €D (3.21)
i=1
dla kazdego n € R,”. Wtedy dla kazdego € R,” mamy
An(x) := byn(2x) +b3n(3z), « € D\ {0}

oraz

An(0) == Bon(0). (3.22)

Zauwazmy, ze odwzorowanie A, tak jak operator T, jest liniowe. Pokazemy, ze A jest
niemalejace, tzn. dla wszystkich n,¢ € Ry, jedli n < ¢ (tzn. n(z) < ¢(z) dla z € D),
to An < AC. Wezmy dowolne takie funkcje n, ¢ € R.P, ze n < (. Z powyzszej definicji
i postaci A dla kazdego x € D dostajemy

An(z) — AQ(x) = ban(2x) + b3 n(3x) — (b2 C(22) + b3 ((37))
= b2 (n(22) — ((27)) + b3 (n(3z) — ((3z)) <0,
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poniewaz by > 0, by > 0. Zatem An(z) < A{(z) dla z € D, co konczy dowdd
monotonicznosci.
Zauwazmy ponadto, ze z (3.19) oraz (3.20) mamy

ITE(x) = Tu(@)ll <A(lE = ulD(z),  &neYP zeD, (3.23)

gdzie funkcja ||€ — u| € RP jest dana wzorem ||€ — ul|(z) = ||¢(z) — pu(z)|| dla z € D.

Teraz pokazemy, ze warunek (1.7) w Twierdzeniu 1.1 jest spelniony, tzn. szereg
funkcyjny 0%, A"e(z) jest zbiezny dla kazdego x € D. Ustalmy = € D \ {0}. Z
warunkéw (3.21) i (3.10) otrzymujemy

Ae(z) =bye(27) + b3 e(3z) = by |j2(2f’j;fz)4| 3 |jg(ivjj;—321|
<o o A
= (bacz + buca); Afffi ’f) e
Zatem
Ae(x) < Be(x). (3.24)

Indukcyjnie pokazemy, ze dla dowolnego n € N
Ae(x) < f"e(x), reD. (3.25)

Dla n = 1 warunek (3.25) jest spelniony na mocy (3.24). Zaltézmy, ze (3.25) zachodzi
dla ustalonego n. 7 zalozenia indukcyjnego i monotonicznosci A otrzymujemy

Ale(z) = A(Ae)(z) < A(B)(s),  weD,
a nastepnie z liniowosci A oraz (3.24) dostajemy
A"le(z) < B"(Ae)(z) < B"Be(x) = B e(w), r €D,

co konczy dowdd warunku (3.25). W konsekwencji dla kazdego x € D \ {0} mamy
nastepujace oszacowanie:

e(r) _ L(x,x,x)

1=0 Ay + As+ A4l(1 = B)

() =) A'e(x) <e(z) ) p" =
n=0 n=0
W przypadku, gdy =z = 0, z (3.22) dostajemy
A"e(0) = Bje(0), neN, (3.26)

a wiec

e(0) _ L(0,0,0)
1 -5 B |A2+A3+A4’(1—ﬁo)'

<(0) = 30 A(0) = <(0) - 65 =
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Zatem zostato pokazane, ze

L(z,x,x)
A"e( < 00, reD.
Z |A2+A3+A4|(1— v(z))
Z Twierdzenia 1.1 (z S = D i E =Y) istnieje funkcja F': D — Y spelniajaca
rownanie

A5+A6+A7 Al

_ At At A, A g D 2

(:C) A2 +A3 +A4 ( .:C) A2 +A3 _|_A4 (31:)7 x E 9 (3 7)
taka, ze

L(z,z,x)
r)— F(r)|| <e(z) < w ’ reb.

I7(z) = F@)ll < @) < =2 = @)

Ponadto

F(z) = lim T" f(z), z € D.

Zauwazmy, ze warunek (3.27) oznacza, ze rOwnanie (3.13) jest spetnione dla z =
y = z. Pokazemy, ze funkcja F' spelnia (3.13).

Najpierw udowodnimy indukcyjnie, ze dla wszystkich (z,y,2) € D? takich, ze
r+y+z,x+y,x+z,y+z€ D,orazn € Ny :=NU{0} zachodzi warunek

AL T " fx+y+2)+ AT " f(x) + AsT" f(y) + AT"f(2) (3.28)
— AT f(x+y) — AT " fx+2) — AT f(y + 2) ||
<N L(z,y, 2),

gdzie A := max{p, By}

Dla n = 0 warunek (3.28) wynika bezposrednio z (3.12). Zalézmy, ze (3.28) zachodzi

dla pewnego n € Ny oraz wszystkich (z,y, 2) € D3, takich ze x+y+2,z+y, x+2,y+2 €
D. Wtedy z zalozenia indukcyjnego mamy

[T e+ +2) + AT () + AT () + AT ()
— AT (w4 y) = AT f(w+ 2) — AT f(y + 2)|

Hﬁz 1 igiZAlT”fQ(a: +y+2) - mA T"fB(x +y + 2))
TS e MU R e e D
mAsT "f(2y) - Aﬁ‘jMAgT" f(3y)
AT (20) — e AT

- WASTWQ@ T T AT i; T, T Bt y)

A AT ) b e AT 6 4 2)

- AR AT @y ) e AT Bl + )

m A"L(2z, 2y, 22) + f%i;m )\”L(?)x, 3y,3z)
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—

dla wszystkich (z,y, 2) € D? takich, ze x+y+z,x+y,x+2,y+2z € D. Jedli (z,y,2) € D,
to z zalozenia (3.10)
AT (@ 4y +2) + AT ) + AT f(y) + AT f(2)
— AT f(x+y) — AT f(w +2) — AT f(y + z)H (3.29)
g )‘n(bQC2 + b3Cg)L(£E, Y, Z) < )\n+1L($a Y, Z)

Jesli natomiast v =y = 2z =0, to z (3.18) mamy

(A1 + A + A3+ Ay — A5 — A — AT £(0)
As + Ag + Ay — A
Ay + As + Ay
< 50”(141 + Ay + Az + Ay — As — Ag — Aﬁ’T"f(O)H

< BoA"L(0,0,0) < A"T1L(0,0,0),

:H(A1+A2+A3+A4—A5—A6—A7) T”f(O)H

co konezy dowdd (3.28). Biorac n — oo w (3.28) otrzymujemy

A F (z+y+2)+ AsF(x) + AsF(y) + AyF(2)
=AsF(z+vy) + AsF(x + 2) + A7 F(y + 2), (z,y,2) € D>

Zatem zostalo dowiedzione, ze istnieje funkcja F' : D — Y speliajaca rownanie
(3.13) taka, ze

/() = F(z)l <&"(x) < prlz),  zeD. (3.30)

Teraz pokazemy, ze F'(0) = 0. Z (3.17) dostajemy indukcyjnie, ze

n [ As+ Ag+ A7 — A" o D
T80 = (S5 ) €0 = 560), §eyPinen,
Zatem
lim 77¢(0) =0, EeYP, (3.31)

poniewaz [y < 1. W konsekwencji mamy F'(0) = lim,, ., 7" f(0) = 0.

Pozostaje do udowodnienia, ze funkcja F' jest jedynym rozwigzaniem rownania
(3.13). Zeby to otrzymaé, najpierw pokazemy indukcyjnie, ze dla wszystkich funkcji
& eYP oraz dlan € Ny

[77€(x) = T"p()|| < A™(I€ = pll)(2), = eD. (3.32)

Zauwazmy, ze dla n = 0 warunek (3.32) jest oczywisty. Ustalmy &, u € Y2 oraz
zatézmy, ze warunek (3.32) zachodzi dla n € Ny. Wtedy z (3.23)

1777 (@) = T @)l = 1 T(T"8) (@) = T(T"w)(=)|
SA(ITE =T pl)(x),  weD.
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Zatem z zalozenia indukcyjnego i monotonicznosci A otrzymujemy
1T (@) = T ()| < AA™(IE = ) (@) = A€ = ul) (=), z € D.

Nastepnie zatézmy, ze G : D — Y jest rOwniez rozwigzaniem réwnania (3.13)
spetniajacym nieréwnosé

|f(z) — G()|| < pr(x), x€D.
Wtedy
IG() = F(2) < 2p(x),  z€D. (3.33)

Zatem z (3.32) mamy

_ 2A"e(x)
1)

poniewaz A jest liniowe i niemalejace. Biorac n — oo, ze zbieznosci szeregu > 00 o A™e(x)

[T"G(z) = T"F(z)| < 2A"pL () reD,

dostajemy
T}lg)l(} |T"G(z) —T"F(z)|| =0, xeD.

Stad ||G(z) — F(x)|| = 0 dla z € D, poniewaz G oraz F' sa stalymi punktami operatora
T. W konsekwencji G(x) = F(z) dla kazdego = € D, co koniczy dowdd. |

Zatozenie By < 1 w Twierdzeniu 3.1 moze by¢ pominiete, jesli pominiemy tez
zalozenie, ze 0 € D (i wtedy nie potrzeba zaktadaé, ze pélgrupa (X, +) ma element
neutralny) oraz (3.10) zastapimy warunkiem

L(kx7 kya k’Z) < CkL<x7y7Z)7 (x7y7 Z) S Dguk < {273} (334)
Zauwazmy, ze warunki (3.10) i (3.34) sa rownowazne, gdy 0 ¢ D oraz w przypadku,
gdy 0 € D i L(0,0,0) = 0. Mamy wiec réwniez nastepujacy wynik.

Twierdzenie 3.2
Niech (X, +) bedzie przemienng polgrupg, Y bedzie przestrzeniqg Banacha nad ciatem
Ke{R,C}, Ay,..., A7 € K, zbidr D C X bedzie niepusty oraz

2z,3r € D, e D.

Zaléimy, e Ay + Az + Ay # 0 oraz funkcja L: D* — [0,00) spetnia warunek (3.34) z
o, c3 € [0,00) takimi, ze
5 = b262 + bgCg < 1,

gdzie by, bs sq zdefiniowane w (3.11). Jesli f: D — Y spelnia nieréwnosé (3.12), to
istnieje taka jedyna funkcja F: D —'Y spelniajoca (3.13), Ze

L(z,z,x)
1) = PO < o=
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Dowéd. Podajemy tylko zarys dowodu, poniewaz gtowne kroki sg takie same jak
w dowodzie Twierdzenia 3.1.

Rozwazmy operator T zdefiniowany jako (3.17). Z (3.19) otrzymujemy, ze warunek
(H2) jest spetniony z k=2, S =X, E=Y,

fi(t) = 2t, fa(t) = 3t,
ll(t> - bg, l2(t> - bg,

tzn.
|T€@) = Tr®) < Zli(t)Hé( () =i, &uevyiteX.

Wtedy operator A : R.* — R, ¥ definiujemy jako
2
An(t) = D Ltn(fit), neRS teX

=1

jest postaci
An(t) = ban(2t) +bsn(3t), neR ¥ teX.
Z (3.34) dostajemy, ze warunek (3.24) zachodzi dla wszystkich x € X z

 L(z,7,7)
(=) = |Ag + Az + Ay

Zatem otrzymujemy, ze warunek (3.25) rowniez zachodzi dla wszystkich z € X. W kon-
sekwencji dla kazdego x € X mamy

() L(z,z,)
— B A+ As+ Ay (1-3)

e'(x) = i/\”e(w) <elz)(1+ iﬁn) _ 15

Zauwazmy, ze (3.28) zachodzi dla A\ = 3, poniewaz powolujac sie na (3.34) mamy, ze
(3.29) zachodzi réwniez dla z =y = z = 0.

Istnienie i jednoznaczno$¢ F' spetniajacego rozwiazanie (2) mozemy otrzymaé w ten
sam sposob, jak w dowodzie Twierdzenia 3.1. [ |

3.2 Przypadki (II) i (VII)

W tym podrozdziale przedstawimy wyniki udowodnione w [21], dotyczace stabilnosci
réwnania (2), dla dwéch wybranych przypadkow z listy przedstawionej na poczatku
tego rozdziatu. Zajmiemy sie tylko przypadkami (II) i (V), poniewaz tatwo zauwazy¢,
ze pozostale przypadki: (II), (IV), (V), (VII) sa analogiczne jak jeden z tych dwéch.

Zaczynamy od przypadku (II), ktéry odpowiada drugiemu réwnaniu uktadu (3.2).
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Twierdzenie 3.3
Niech (X, +) bedzie grupg abelowq, Y bedzie przestrzenig Banacha nad ciatem K €
{R,C}, Ay,...,Az€eK, DC X,0€e D,

2v,—x € D, rzeD.
Zaléimy, ze Ay + As + As # 0. Niech funkcja L: D3 — [0, 00) spelnia warunek
L(kx,ky, kz) < c(k)L(x,y, 2), (z,y,2) € D* k € {2,0,—1} (3.35)
z pewnymi takimi statymi c(2),c(0),c(—1) € [0,00), ze
b:=¢(2)d(2) + ¢(0)d(0) + ¢(—1)d(—1) < 1,
gdzie

o As L Ag + Az
1) =i a4 40 = PR 1,

Zatozmy, ze f: D —'Y jest takq funkcjq, ze

A4
L d(—=1) = ———|. (3.36
(=1) ‘A1+A2+A3 ( )

[ALf(z +y+2) + Ao f(2) + Asf(y) + Asf(2) (3.37)
—Asf(z+y) — Asf(z+2) — A7 f(y + 2)|| < L(z,y,2),
(r,y,2) €ED* v +y+z,x+y,z+2y+z€D.

Wtedy istnieje taka jedyna funkcja F: D —'Y spelniajaca (2), ze

[f(x) = F(o)|l < po(x),  weD, (3.38)
gdzie
L(z,x,—x)
= : eD. 3.39
Dowéd. Podstawmy = =y = t, z = —t w nieréwnoéci (3.37). Wowczas

[(Ar + Az + A3) f(t) + Aaf (1) — Asf(2t) — (A6 + A7) f(0)| < L(t, 1, 1),  teD.

Zatem dla kazdego t € D

Ay As
B —— 2 f(—t) - — (2
IUR vy vy Ry el
AG + A7 L(ta tv _t)

- f(0)|| L (¥) := . 3.40

A+ At Ay )| <= [A; + A; + A (3.40)

Potézmy

A5 A6+A7 A4

t) = ——&(2t —&(0) = —————E(—t 3.41

T =2, w4, 0 2 40 At B

dla ¢ € YP, t € D. Latwo zauwazy¢, ze operator T jest liniowy. Ponato z (3.40)
dostajemy, ze

If(t) = Tr@®)| <e(t), teD.
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Ustalmy &, u € YP. Dla kazdego t € D mamy

ITe(t)— T(O)] = | (€020 = n(21) + 52 (€(0) — (0)
(et — (1)
< i e — i+ |2 160 - o))
e et - -0l

Wtedy

7€) = Tu@®)| < d)[€2t) — u(20)]] + d(0)[[£(0) — p(0)]]
+d(=D)[&(=t) —pu(=0)l,  teD. (3.42)

Pokazaliémy zatem, ze warunek (H2) w Twierdzeniu 1.1 jest spetniony z k = 3,
S=D,E=Y,

tzn.
1T€@) =Tl < ;li(t)\li(fi(t)) — (i),  &ueYPteD.

Zdefiniujmy A : R, — R, P wzorem
3
An(t) = Y L(tn(fi(t),  t€DneR”,

i=1

czyli
An(t) = d(2)n(2t) + d(0)n(0) + d(—1)n(—t), teD,neR.P,

Zauwazmy, ze operator A, tak jak 7T, jest liniowy Pokazemy, ze A jest niemalejacy,
tzn. dla wszystkich n,¢ € R.P, jesli n < ¢, to An < AC. Wezmy dowolne takie funkcje
n,¢ € RLP, e n < . 7 powyzszej definicji i postaci A dla kazdego t € D dostajemy

An(t) = AC(t) = b(2) n(2t) + b(0) n(0) — b(=1) n(-t)
— (b(2) €(2t) + b(0) C(0) = b(=1) C(=1))
= b(2) (n(2t) = ((22)) + b(0) (n(0) = €(0)) = b(=1) (n(=1) = ((=1)) <0,

poniewaz b(2) > 0, b(0) > 0, b(—1) > 0. Zatem

An(t) <A,  mCeRteD.
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Ponadto z (3.42)
ITe(t) = Tu®l < AlE = ulD(®),  &neYP teD. (3.43)

Teraz pokazemy, ze £*(t) := Y02 A"¢(t) < oo dla kazdego t € D, tzn. szereg
funkcyjny >0 A™e(t) jest zbiezny dla kazdego t € D. Ustalmy t € D. Powolujac sie
na (3.35) mamy

Ae(t) = d(2)2(2t) + d(0)e(0) + d(—1)e(—t)
L(2t,2t, —2t)) L(0,0,0)

:d(2)|A1—|—A2—|—A3| ( )|A1+A2+A3|
[y ey
<A A0
+d=1)e(=1) |A1L$:Zi;_+tlls!
= (d(2)e(2) + d(0)c(0) + d(=1)e(-1)) |A1L4(rt;t1;j)z43|'
Stad
Ae(t) < be(t), teD. (3.44)

Indukcyjnie pokazemy, ze monotoniczno$¢ i liniowosé A implikuja
Ae(t) < b"e(t), te D,neN. (3.45)

Dla n = 1 warunek (3.45) jest spelniony na mocy (3.44). Zatézmy, ze (3.45) zachodzi
dla dowolnego ustalonego n € N. Wtedy z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy

A"e(t) = AA"e)(t) SAQ"e)(t), teD,neN,
poniewaz A jest niemalejacy. Nastepnie korzystajac z liniowosci A oraz (3.44) dostajemy
A"e(t) < AD™e)(t) = b (Ae)(t) < b ie(t), te D,neN,

co konczy dowod warunku (3.45).
W konsekwencji dla kazdego t € D uzyskujemy nastepujace oszacowanie:

e*(t) = f_oj()A"e(t) < i_oiob”s(t) = 15(_@5 T A +1L4(2tf;j)(1 —b)

PokazaliSmy zatem, ze zatozenia Twierdzenia 1.1 sa spelnione. Z Twierdzenia 1.1 (z
S =DiFE =Y) istnieje taka funkcja F': D — Y, ze

A5 A6+A7
Ft)=——F2t) + ———F(0
®) Ay + Ay + As (20) Ay + Ay + As ©)
Ay
- F(-t), te D, 3.46
TP (3.46)
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oraz

. L(t,t,—t)
I£6) = FO <0 < s L=

teD. (3.47)

Ponadto
F(t) = nh—>nolo T f(t), teD.

Nastepnie indukcyjnie pokazemy, ze dla n € Ny := NU {0} zachodzi warunek
AT flo+y+2)+ AT f(x) + AT f(y) + AT f(2)

— A5Tnf(l' + y) — AGTnf(.Z‘ + Z) — Aﬂ’”f(y + Z)H < b" L(l’,y, Z)
(v,y,2) €D v +y+z,o+y,z+z,y+z€D. (3.48)

Dla n = 0 warunek (3.48) jest réwnoznaczny z (3.37). Nastepnie zatézmy, ze (3.48)
zachodzi dla ustalonego n € Ny. Wtedy dla kazdego (x,y,2) € D3, x+y+ 2,2 +y,x +
z,y + 2z € D mamy

AT w4y + 2) + AT f (@) + AT f(y) + AT (2)

—A5T”+1f(x+y) —AﬁTn+1f($+Z) _A77~n+1f(y+z)H
As Ag + Ay

= |————A 2 — A T"f(0
HA1+A2+A3 T RE Ay 42+ e AT 0)
A
- m+A—MAlT"f(—($+y+Z))
As Ag + Az
— 2 A 2 — T A 0
A, a2 @) e AT )
As "
T A T
A5 A6+A7
— 2 A 2 — L AT F(0
+A1+A2+A3 TS y)+A1+A2+A3 2T"1(0)
Ay "
_—A1+A2+A3AST f(=y)
A5 A6+A7
— = _AJTTf(2 — L AT"f(0
A, TR e AT O)
Ay n
Tt AT
As A¢ + A7
-2 AT"F(2 -~ AT"(0
AT ) — A AT 0)
A
+ Al—{—A—;l—i—AgAsTnf(_ux +))
A5 A6+A7
— 2 ATF(2 — 2~ AT"F(0
A A, A f2(z +2)) A A f(0)
A
A, A T (1)
A5 A6+A7
- AT"F(2 — =2 T AT
AT R+ 2) - AT 0
A
+ mA7T"f(—1(y + Z))H
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i wobec tego

[T fla 4y + ) + AT () + AT F () + AT f(2)

— AT (w4 y) = AT f(z+ 2) = AT f(y + 2)|
e
A+ Ay + Az

V'"L(—x,—y, —2)

b"L(0,0,0)

b"L(2x,2y,22)

e
<
A+ Ay + A
o
A+ Ay + A
< b0"(d(2)e(2) +d(0)e(0) + d(—1)e(—=1)) L(z,y, 2)
V' L(z,y, 2).

Stad, na mocy indukcji otrzymujemy, ze zachodzi warunek (3.48). Biorac n — oo w
(3.48) dostajemy

A F(x +y+2) + AoF(x) + AsF(y) + AyF(2) = AsF(x + y) + AgF (2 + 2)
+AF(y+z2), (vyz)eD’ vtytzartyrt+zyt+zeD.  (3.49)

Zatem udowodniliSmy, ze istnieje funkcja F': D — Y spetniajaca (2) dla wszystkich
x,y,z € D takich, ze v +y+ 2z, +y,x + 2,y + 2 € D, oraz zachodzi nastepujace
oszacowanie

() = F(z)l <&™(x) < plz),  zeD. (3.50)

Pozostaje jeszcze do udowodnienia, ze funkcja F' jest jedynym rozwiazaniem rownania
(2). Zeby to otrzymaé, najpierw pokazemy indukcyjnie, ze dla kazdego n € Ny zachodzi

177¢(2) = T (@)l < A(J§ = ul)(@),  &ueYP xeD. (3.51)

Dla n = 0 warunek (3.51) jest oczywisty. Zalézmy wiec, ze dla pewnego ustalonego
n € Ny relacja (3.51) zachodzi. Wtedy z (3.43)

177 (2) = T @)l = 1 T(T"E) (@) = T(T" ()|
SATE =T pl)(x),  xeD.

Stad z zatozenia indukcyjnego i monotonicznoéci A otrzymujemy
[T (@) = T ()| < AA(1€ = ulD) (@) = A€ = ) (z), =€ D.

Niech G : D — Y tez bedzie takim rozwiazaniem réwnania (2), ze || f(z) — G(x)]| <
pr(z) dla x € D. Wowcezas

|G(x) — F(x)| < 2pr(x), x € D. (3.52)

Stad z (3.51) otrzymujemy

20N"e(x)
1—-0 "’

[T"G(x) = T"F(2)|| < 2A"pr(2) < zeD,
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poniewaz A jest liniowy i niemalejacy. Biorac n — 0o, ze zbieznosci szeregu > oo A"e(z),
dostajemy

lim |T"G(z) - T"F(2)| =0,  « € D.

Stad ||G(x) — F(z)|| = 0 dla « € D, poniewaz G i F' sa stalymi punktami operatora 7.
W konsekwencji G(z) = F(z) dla kazdego z € D. [

Zauwazmy, ze jesli L(0,0,0) # 0, to z (3.35) dostajemy, ze ¢(0) > 1. Jesli natomiast
L(0,0,0) = 0, to bez straty ogdélnosci mozemy potozy¢ ¢(0) = 0 i wtedy stata b
wystepujaca w (3.39) jest postaci

b= c(2)d(2) + c(~1)d(~1), (3.53)

gdzie d(2) i d(—1) sa dane w (3.36). Zatem jesli dodatkowo A, = A5 = 0, to d(2)
d(—1) = 0. Stad b = 0, a w konsekwencji (w dowodzie Twierdzenia 3.3) £*(z) = (z)
dla x € D. Wniosek z powyzszych rozwazan jest nastepujacy.

Whniosek 3.1
Niech (X, +) bedzie grupg abelowq, Y bedzie przestrzenig Banacha nad ciatem K €
{R,C}, Ay,...,Az€K, DC X,0€e D,

2v,—x € D, reD.

Ponadto niech Ay + Ay + Az # 0, Ay = As = 0 i funkcja L: D®> — [0,00) spelnia
warunki:

L(0,0,0) =0, L(kx,ky, kz) < c(k)L(z,y, 2), (z,y,2) € D* k € {2,—1},

z pewnymi statymi ¢(2),c(—1) € [0, 00).
Zatozmy, ze f: D —'Y jest funkcjq takq, Ze warunek (3.37) jest spelniony. Wtedy
istnieje taka jedyna funkcja F': D —'Y spelniajoca (3.13), Ze

If(z) = F(o)] < pr(z),  zeD,

gdzie
L(z,x,—x)
= ) eD.
pL(x) |A1 n AQ n A3| x
Ponadto F jest funkcjq stalg dang wzorem
Ag + Aq
Fz) = ——Ff(0 eD. 3.54
@) =T 10, (354)

Dowéd. Wystarczy rozumowaé analogiczne jak w dowodzie Twierdzenia 3.3. W
szczegblnosei, z (3.41) na podstawie zatozenia o wspétezynnikach A; dostajemy, ze

A+ Ar

TE® = A+ Ay + A

£(0), EeY™ teX.
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Ponadto z (3.46) mamy

A+ A7

F#) = Ay + As+ As

F(0), teX. (3.55)

Z (3.36) i (3.53) otrzymujemy, ze b = 0. Zatem z (3.45)
Ae(t) =0, teX,neN,

gdzie
0= [t A

Z (3.47) mamy F(0) = f(0), poniewaz L(0,0,0) = 0. Stad z (3.55) dostajemy (3.54).
|

te X.

Rozwazmy teraz przypadek (V).

Twierdzenie 3.4
Niech (X, +) bedzie przemiennym monoidem, D C X, 0 € D,

2v € D, reD,

Y bedzie przestrzenig Banacha nad ciatem K € {R,C} oraz Ay, ..., A7 € K. Zaldimy,
ze —Ag — Az + Ag + A7 # 0. Niech funkcja L: D3 — [0,00) spefnia warunek

L(kkaya ]{ZZ) < C(k)L(l’,y,Z), <x7yaz> < D37k < {07 2}7 (356)

z pewnymi takimi statymi c¢(2),c(0) € [0,00), ze b:= ¢(2)d(2) + ¢(0)d(0) < 1, gdzie

Al — A5 A4

d(2) := AT A A, A, d(0) := A A A, A (3.57)

Zatozmy, ze f: D — Y jest funkcjq spelniajgcqg warunek (3.37). Wtedy istnieje
jedyna funkcja F: D —'Y spelniajgca (3.13) taka, ze warunek (3.38) zachodzi dla

(2) = L(z,z,0)
PLEE) = 1A + Ay — Ay — Agl(1— )’

x € D. (3.58)

Dowdéd. Podstawiajac x = t, y = ¢, z = 0 w nieréwnosci (3.37) otrzymujemy
[(Ag + Az — Ag — Ag)F(1) = (Ay — A5) F(20) + A fO)]|  L(1,£,0),  teD

Zatem dla kazdego t € D

Al — A5 A4 H
t) — o) — 0)| < e), 3.59
[0 - = O — SO0 <. 59)
glee €(t) = % POléZmy
A — A A
TE() L g(2t) : £(0) (3.60)

T Ag+ A — Ay — As
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dla ¢ € YP oraz t € D.
Zauwazmy, ze operator T jest liniowy. Nastepnie z (3.59) dostajemy, ze

1f@t) = Tf@) <e(t), teD.

Ustalmy &, u € YP. Dla kazdego t € D mamy

—A
ITe)— Tu(O) = | (620 — n20)
Ay
ety v (U u<o>>H
Al A5 A4

Stad
IT() = Tu®)| < d(2)[€(21)
Zatem pokazaliSmy, ze warunek (H2) wystepujacy w Twierdzeniu 1.1 jest spetniony

2k=2S=D E=Y,

— p(20)[] + d(0)[|€0) = p(O)fl,  teD.  (3.61)

fi(t) = 2t, fa(t) =0,

tzn.

17&(t) - < L LONES®) — nfi@®),  &peYPteD.

Zdefiniujmy operator A : R,” — R, P jako

An(t) = le<t)n(fz(t))v te Dan S R+D'

Wtedy dla kazdego n € Ry” mamy
An(t) = d(2)n(2t) + d(0)n(0),

Zauwazmy, ze A tez jest liniowy. Pokazemy, ze A jest niemalejacy. Wezmy dowolne
(. Wtedy, dla kazdego t € D dostajemy

teD.

takie funkcje n, ¢ € R.P, ze n <
An(z) — AC(x) = b(2) n(2t) + b(0) n(0) — (b(2) C(2t) + b(0) ¢(0))
= b(2) (n(2t) — ¢(2t)) + b(0) (n(0) = ¢(0)) <0,

poniewaz b(2) > 0, b(0) > 0. Zatem
An(t) <AC(),  teD.

Ponadto z (3.61) mamy, ze
176@) = T < A€ = pl)(®),
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Nastepnie pokazemy, ze €*(t) := Yoo, A"e(t) < oo dla kazdego t € D. Ustalmy
wiec t € D. Powolujac sie na warunek (3.56), mamy

Ae(t) = d(2)e(2¢) + d(0)£(0)

L(2t,2t,0) £(0,0,0)
— +d(0
()|A6—|—A7—A2—A3| ()|A6—|—A7—A2—A3|
L L
< d(2)e(2) E50) L 4(0)e(0) (t:1,0)

|Ag + A7 — Ay — As] |Ag + A7 — Ay — As|
L(t,t,0)

|Ag + A7 — Ay — As|

= (d(2)e(2) + d(0)c(0))
Zatem
Ae(t) < be(t), teD. (3.63)
Indukcyjnie pokazemy, ze monotoniczno$¢ i liniowo$é A implikuja
A'e(t) < b"e(t), teD. (3.64)

Dla n = 0 warunek (3.64) jest oczywisty. Zalézmy zatem, ze (3.64) zachodzi dla
ustalonego n € N. Wtedy dla kazdego t € D mamy

A"le(t) = A(A"e) () < A(b"e)(t) = b"As(t) < b"e(t).
Zatem z (3.64) dla kazdego t € D otrzymujemy:

e(t) = iAne(t) < iob”ff(t) = 16(_t>b T As+ A; f(ﬁ{;’—olmu —b)

W ten sposéb pokazaliSmy, ze zalozenia Twierdzenia 1.1 sa spelnione (z S = D i
E =Y) i wobec tego istnieje funkcja F': D — Y taka, ze

Al—Ag, A4
Ft) = F(2t) + F(0), te D,
(t) Asg+ A7 — Ay — A (20) A+ A7 — Ay — A (©)
oraz
L(t,t,0)
H)—F)|| <) < — , teD.
15 = FOI < ') < (= 2 =)
Ponadto

F(t)= lim T"f(t), teD.

Nastepnie indukcyjnie pokazemy, ze dla dowolnego n € Ny := N U {0} mamy

NALT" flx+y+2)+ AT f(x) + AsT" f(y) + AT f(2) (3.65)
—AsT " f(x+y) — AsT"f(w +2) — A T" f(y + 2)|
<0 L(x,y, 2), (zr,y,2) € D> v +y+z,0+y,x+zy+z€D.
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Dla n = 0 warunek (3.65) jest rownoznaczy z (3.37). Zatézmy wiec, ze (3.65) zachodzi
dla ustalonego n € Ny. Wtedy mamy

[T fl g+ 2) + AT () + AT () + AT £(2)

— AT f(aty) = AT fa 4 2) = ATy + 2)
A1 - A5 A4

- “A6+A7_A2_AgAlT"f(Q(fl?+y+Z))+A6+A7_A2_A3A1T”f(0)
L AT g AT
+ Aﬁiﬁ:fé_ 2T @)+ Ai“ AT
+%+2:2_%MWﬂM+%+&%&_&&Wﬂ®
- A6+i:i2_ AT @ +y) - 5 Af T AT 0)
N A6+j§:iz_A3A6T"f(2<:v+z)>— A6+Ai4A2_A3AGT”f(0)
A AT+ 2) - e AT )|
< Awiiji—/lg V'L(2z, 2y, 22) + A6+A7{4A2—A3 b"L(0,0,0)
< (d(2)c(2) + d(0)c(0) L(z, y, 2)
= V" L(2,y,2), (,9,2) €D* v +y+z,a+yx+2y+z€D.

Zatem wykazaliSmy warunek (3.65). Biorac n — oo w (3.65) dostajemy, ze

AMF (z+y+2)+ AyF(x) + AsF(y) + AyF(2) = AsF(z+y) + AgF(z + 2)  (3.66)
+ A7 F(y + 2), (r,9,2)€D* v +y+z,o+yx+zy+z€D.

Dowiedli$my zatem, ze istnieje taka funkcja F': D — Y spelniajaca réwnanie (3.13),
ze

() = F(z)[ < "(x) < plx),  zeD. (3.67)

Pozostaje jeszcze do udowodnienia, ze ta funkcja F jest jedyna. Zeby to otrzymad,
najpierw pokazemy indukcyjnie, ze dla wszystkich n € Ny zachodzi

IT7(x) = T u(@)l| <A™l = pl) (@),  &ueYP zeD. (3.68)

Dla n = 0 warunek (3.68) jest oczywisty. Zalézmy wiec, ze dla pewnego n € Ny
relacja (3.68) zachodzi. Wtedy z (3.62)

1777 (@) = T @)l = 1 T(T"E) (@) = T(T" ()|
SATE =T pl)(=),  2eD.

Stad z zatozenia indukcyjnego i monotonicznoéci A otrzymujemy

IT"41E(@) = T ()] < AA(IE = i) @) = A€ — pl)(@), =€ D.
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Niech G : D — Y takze bedzie takim rozwiazaniem réwnania (3.13), ze zachodzi
nier6wnos¢ || f(z) — G(x)|| < pr(z) dla z € D. Wtedy

|G(z) — F(x)| < 2pr(x), r € D. (3.69)

Zatem z (3.68) otrzymujemy

2A"e(x)

IT"G(x) = T"F(2)]| < 2A"pr(x) < =7,

reD,
poniewaz A jest liniowy i niemalejacy. Biorac n — oo, ze zbieznosci szeregu funkcyjnego
o o N"e(z) dostajemy

dim ||T"G(z) = T"F(z)|| = 0, z e D.

Stad ||G(x) — F(z)|| = 0 dla « € D, poniewaz G i F' sa stalymi punktami operatora 7.
W konsekwencji G(z) = F(z) dla kazdego = € D, co konczy dowdd. |

Podobnie jak wczesniej, zauwazmy, ze jesli L(0,0,0) # 0, to z (3.56) dostajemy,
ze ¢(0) > 1. A w przypadku, gdy L(0,0,0) = 0 bez straty ogélnosci mozemy wziac
¢(0) = 0. Wtedy stata b wystepujaca w (3.58) jest postaci

b= c(2)d(2), (3.70)

gdzie d(2) jest dana jako (3.57). Jesli A; = As, to b = 0, a w konsekwencji e*(x) = e(x).
Wobec tego, robiac stosowne modyfikacje w dowodzie Twierdzenia 3.4 (por. dowdd
Whiosku 3.1), otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.2

Niech (X,+) bedzie a przemiennym monoidem, D C X, 0 € D, 2x € D dla x € D,
Y bedzie przestrzenig Banacha nad ciatem K € {R,C} oraz Ay,..., A; € K. Zalozmy,
ze Ag+ Ay — Ay — A3 #£ 0 i Ay = As. Niech funkcja L: D3 — [0,00) spelnia warunki
L(0,0,0) =0 oraz

L(kx, ky,kz) < c(2)L(z,y,2),  (v,y,2) € D’

ze stalg ¢(2) € [0,00).
Zatdzimy, ze funkcja f: D —'Y spelnia warunek (3.37). Wtedy istnieje taka jedyna
funkcja F: D —'Y spelniajgca (3.13), Ze warunek (3.38) zachodzi dla

L(z,z,0)
= , eD.
) T A=Ay = Ay ©
Ponadto F jest funkcjq stalg dang wzorem
Ay
F(z) £(0), x € D. (3.71)

T Agt A — Ay — Ay
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3.3 Przypadek z parametrem

W tym podrozdziale udowodnimy wyniki dotyczace stabilnosci oraz hiperstabilnosci
uogdlnionego réwnania funkcyjnego Frécheta postaci (2) opublikowane w [42] w nieco
odmiennej wersji. Jako wniosek z gtéwnego wyniku otrzymamy pewne nowe nieréwnosci
charakteryzujace przestrzenie unitarne.

Gtowne twierdzenie tego podrozdziatu dotyczace stabilnosci rozwazanego rownania
przedstawiamy ponize;j.

Twierdzenie 3.5
Niech (X, +) bedzie grupg przemienng, Y przestrzeniq Banacha nad ciatem K € {R, C},
A, o A7 €K, AL #£0. Zaléimy, e f: X - Y, c:Z — [0,00) oraz L: X3 — [0,00)
spetniajg nastepujgce trzy warunki:
M ={m € Z\ {0} :|A7|c(—2m) + | A5 + Ag|c(m + 1) + |As + Ag|c(—m)
+]As|c(2m + 1) < |Ay]} # 0, (3.72)

L(kx,ky, kz) < c(k)L(z,y, 2), (z,y,2) € X*,m € M, (3.73)
kEe{-2m,m+1,—m,2m+ 1},

|Aif(z +y+2) + Asf(z) + Asf(y) + Auf(2) — Asf(z +y) — Asf(z +2)  (3.74)
—Arfly+2)|| < L(z,y,2),  (2,y,2) € X°.

Wtedy istnieje jedyna funkcja F : X — Y spelniajoca (2) dla wszystkich x,y,z € X

taka, Ze
If(z) = F()| < pr(z), z€X, (3.75)
gdzie
.. L((2m+ 1)z, —maz, —mx)
= inf .
z

P = |Azle(=2m) + | A5 + Agle(m + 1) + [Ag + Aufe(=m) + [Ag|e(2m + 1),

Dowdd. Najpierw rozwazymy przypadek, gdy A; = 1. Wtedy réwnanie (2) przyjmuje

postaé
floty+2) + Ao f(2) + Asf(y) + Aaf ()
= Asf(z+y) + A f(z +2) + A f(y + 2). (3.77)
Wstawiajac (2m + 1)z w miejsce x i biorac y = z = —max w (3.74) otrzymujemy
1 (z) + A2 f((2m + 1)x) + (A3 + Ag) f(—maz) (3.78)
— (A5 + Ag) f((m+ 1)x) — A7 f(—2max)||
< L((2m + 1)z, —mzx, —mzx) =: ,,(x), reX,méelZ.
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Nastepnie potézmy

Tm& (2) := Az§(=2mx) + (As + Ag)E((m + 1))
— (As + Ay&(—mz) — A£((2m + 1)x), EeY ¥ zeX, meZ

Nieréwnosé (3.78) moze by¢ zapisana w postaci
[T f(x) = f(@)| S em(z),  we€X,meZ
Zdefiniujmy operator A,, : R.* — R,* dla m € Z wzorem

Amn(z) == [Az[n(—2mz) + |As + Ag|n((m + 1)z)
+ |As + Ayln(—mzx) + |A2|n((2m + 1)x)

dlan € R.Y, z € X. Zauwazmy, ze dla dowolnego m € Z, operator A := A,, ma postaé
opisana w (H3) zt =4, S =X, E=Y oraz

fi(z) = —2maz, fo(z) = (m+ 1)z,

fs(x) = —ma, falx) = (2m+ 1)z,
Ly(z) = |Aq], Ly(z) = [A5 + Agl,
Ls(z) = |As + Adl, Ly(z) = | Ay

dla z € X. Ponadto z definicji operatora A, wynika, ze jest on liniowy i niemalejacy.
Ustalmy dowolne &, u € YX, 2 € X, m € Z. Wtedy

[T (@) — Tonpa() ||
= [[A7§(—2mz) + (A5 + As)&((m + 1)z) — (As + Ag){(—mz)
— A6((2m + 1)z) — Azp(—2mz) — (A5 + Ag)p((m + 1))
+ (A3 + Ay pu(—max) + Asp((2m + 1)x)||
< |A7| [[(€ = p)(=2ma)[| + | A5 + Ag| [[(€ — p)((m + 1)z)]]
+ [As + Ag| (€ = ) (=ma) || + [Az] [|(§ — 1) ((2m + 1)) ||
= A (1€ = pl]) ().

Wykazalismy wiec, ze
[Tné(@) = Topu(@)l] < An(l€ = pl)(@),  &ueY¥zeXmeZ  (3.79)

Dla wszystkich | € Z, m € M oraz k € {—2m,m + 1, —m,2m + 1} z okreSlenia
funkcji €, oraz (3.73) mamy

ei(kx) = L((2l + 1)kx, —lkx, —lkx)
<c(k)L((2l 4+ 1)z, —lz, —lx)
(k)ei(z), r e X. (3.80)

=C
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Z definicji operatora A,, (dla m € Z) mamy

Anei(x) = |Azle)(—2mx) + |As + Agle((m + 1)x)
+ |As + Ayle(—ma) + | Azei((2m + 1)), xr e X.

Ponadto zauwazmy, ze z (3.80) mamy
Amer(z) < (|A7yc(—2m) + A5 + Agle(m + 1) + | As + Ade(—m)
] As|e(2m + 1)>5l(x), leZ,me M,zeX,
a z okredlenia (,,
Ane(x) < Breal(x), leZ,meM,z e X.
Indukcyjnie pokazemy, ze
An"a(@) < (Bn) (@), wEX,
dlal e Z, me M, n e Ny.

(3.81)

(3.82)

Ustalmy [ € Z, m € M. Dla n = 0 warunek (3.82) jest oczywisty. Zatézmy, ze (3.82)
zachodzi dla ustalonego n € Ny. Wtedy, z zatozenia indukcyjnego i monotonicznosci

operatora A,, otrzymujemy
Afta(z) = An(Ane)(@)
< Am<(6m)nsl) (x), r e X.
Korzystajac teraz z liniowosci operatora A, oraz (3.81) mamy
<5m)n <Am5l> (x)
(Bm)" Bmer(2)
= (ﬁm)n+1al(9€), re X,

co konczy dowod warunku (3.82).

Anm+1€l<l’)

N

N

Wstawiajac [ = m w (3.82) na mocy kryterium poréwnawczego otrzymujemy

zbiezno$¢ nastepujacego szeregu

en (@) =Y Aynen(x)
n=0
< Z:O (B) "em(x)
_ 16”_1(;) . meM,zeX.

Z twierdzenia 1.1 (zastosowanego do S = X oraz F =Y') wynika, ze dla kazdego

m € M istnieje funkcja F,,,: X — Y taka, ze

Fo(z) = A7Fp(—2ma) + (As + Ag) Frn((m + 1))
— (A3 + Ay Fp(—max) — AyF ((2m + 1)x), z € X,
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oraz

@) - Falo) < £205L, wex

Ponadto
Fm(x)zr}grlgoﬁn"f(x), reX,meM.

Nastepnie za pomoca indukcji pokazemy, ze

[Tm" f(x +y + 2) + AT () + AsTa" f (y) + AdTi" f ()
— AT f(y + 2]

< (5m>n L(z,y,z), (z,y,2) € X, (3.83)

dla wszystkich n € Ny, m € M. Ustalmy w tym celu m € M. Dla n = 0 warunek (3.83)
sprowadza sie do (3.74). Zat6zmy, ze (3.83) zachodzi dla ustalonego n € Ny. Wtedy z
definicji operatora T, dla wszystkich (x,y,2) € X? mamy

| Tt pla b+ 2) + AT (@) + AT £ () + AT (2)
— ASTI M (o4 y) — AT o+ 2) — AT F(y + 2)|
= HAﬂ',Zf(—Qm(a: +y+2)+ (As + Ag) T f(m + 1)(x +y + 2))
—(As+ A)T f(=m(z +y + 2)) — AT f(2m + 1) (z +y + 2))
b A AT f(=2ma) + (As + Ag) AT f((m + D)z
Ay + A AT f(—mz) — Ay AT F((2m + 1))
+ A7 A3 T f(—2my) + (A5 + Ae) A3 T, f((m + 1)y)
— (As + A AT f(—my) — A2 AsT f((2m + 1)y)
+ A7 AT f(—=2mz) + (A5 + Ag) AdT, f((m + 1)2)
) )

— (A3 + APALT f(—mz) — AQALT f(2m + 1)z
— A7 AsTo f(=2m(z +y)) — (As + As) As T f((m + 1) (z + y))
+ (A3 + A AT f(—=m(z + y)) + A AT f(2m + 1)(z + y))
— A7 AT f(—2m(z + 2)) — (A5 + A6) A6 T, f((m + 1) (z + 2))
+ (A3 + A AT f(—m(z + 2)) + A2 A6 Ty f(2m + 1)(z + 2))
— A7 AT f(=2m(y + 2)) — (As + Ag) A7 T, f((m + 1) (y + 2))
+ (A + A AT f (=mly + 2)) + A AT f((2m+ D) (y + 2))].
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Stad otrzymujemy
|74 f @+ g+ 2) + AT f () + AT fly) + AT £(2)
— AT () = AT o+ 2) — AT f(y + 2)|
Al | T f (—2mi@ + y + 2)) + AT f(—=2ma) + AsTyo f(—2my)
+ AT f(=2m2) — AsT7 f(—2m(x + )
— AcT7 f(=2m(z + 2)) — AT f(—2m(y + 2))|
+ A5 + Al To f((m + D@+ y + 2)) + AT f((m+ Da
+ AT f((m + D)y) + AT f((m + 1) 2)
— AsTof((m+ V(@ +y) — AT f(m+1)(2 + 2))
— AT f((m+1)(y + 2))|
+ [ As+ Aa||[ TR f(=m(x + y + 2)) + AT f(—ma) + AT f(—my)
+ AT f(=m2) = AT f(=m(z +y)) — AT f(—m(x + 2))
— AT f(=m(y + 7))
+ Ao [T F(2m 4 1) (@ + y + 2)) + AT F((2m + 1)2)
+ AT f((2m+ Dy) + AT f(2m 4 1)2)
— AT f((2m +1)(w +9)) — AsTon f(2m +1)(2 + 2))
— A TRF(2m+ D (y+2)|,  (2,y,2) € X°.

Nastepnie, korzystajac z zatozenia indukcyjnego dostajemy
|72 £y 2) + AT f () + AST T () + AT £ (2)
— AT 4 y) = AT f(a+2) = AT fly + 2)|
<(Bn) " A7 L(—2ma, —2my, —2m>)
+ (Bm) |45 + Ag| L((m + D, (m + 1)y, (m + 1))
+ (Bm) A3 + As| L(=maz, —my, —m=)
+ (Bm)n]AglL((Qm + 1z, (2m+ 1)y, (2m + 1)2)

< (ﬂm)n (|A7|L(—2m:p, —2my, —2mz)

/A

+ |45 + A6|L((m + D)z, (m + 1)y, (m +1)2)

+ |As + Ay4|L(—mzx, —my, —mz)

+ |A2|L((2m + 1)z, (2m + 1)y, (2m + 1)2)), (z,9,2) € X°.

Stad na mocy warunku (3.73) oraz okreslenia (3, otrzymujemy
| Tt ety + 2) + ATo f ) + AT f(y) + AT £ (2)
< (Bn)" (147le(=2m) + |45 + Agle(m + 1)
+H Az + Agle(—m) + |Asle(2m + 1)) L(x, y, 2)

= (8) Ly, @y e X
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co koriczy dowéd warunku (3.83). Biorac n — oo w (3.83), dla wszystkich (z,y, 2) € X3
oraz m € M dostajemy

Fo(x4+y+2)+ A F,(x) + AsFn(y) + AsFr(2)
=AsEn (v +y) + AsFn(x + 2) + A7 FL(y + 2). (3.84)

Zatem wykazalidémy, ze dla kazdego m € M istnieje funkcja F},, : X — Y spelniajaca
réwnanie (3.77) taka, ze

Em(T)

1- 8,

I f(z) — F(2)|| < reX. (3.85)
Nastepnie pokazemy, ze F,, = F; dla dowolnych m,l € M. W tym celu ustalmy
m,l € M. Zauwazmy, ze kazde rozwiazanie réwnania (3.84) jest punktem stalym
operatora T, (wystarczy zastapi¢ = przez (2m + 1)z oraz wzia¢ y = z = —mx w
(3.84)). Ponadto F; spelnia (3.84) z m zastapionym przez [. Zatem funkcje F,,,, F; sa w
punktami statymi operatora T, tj. T, F; = F; dla j = m, L.
Ponadto z nieréwnosci tréjkata i warunku (3.85) dostajemy

1En(x) = Fi(@)| < [1f () = Fn(2) ]| + [[f () = Fi(2)]]

< f’j(;) + fl_(“’gl — &z), z€X. (3.86)

Wykazemy indukcyjnie, ze dla wszystkich n € Ny mamy

[T F(x) — T Fi(z)]] < Ay"E(z), r e X. (3.87)

Dla n = 0 warunek (3.87) zachodzi na mocy (3.86). Niech n € Ny bedzie ustalona
liczba, dla ktérej zachodzi (3.87). Na mocy warunku (3.79) zastosowanego dla £ =
T Fr i = T,," F} otrzymujemy

T () = To" T Fi (@)l = (1T (T Fin) (%) = Ton (T B2 ()|
< A (|70 Frn — TV F1) || (), reX.

Korzystajac z monotoniczno$ci operatora A,, oraz zatozenia indukcyjnego mamy wiec,
ze

1T Fo(z) = T Fi(@) | < An(An"8) (@) = A" HE(x), € X,
co konczy dowdd (3.87). Zatem
| F(x) — Fi(x)]| = || T Fn(x) — To"Fi(x) ]| < Ay"E(x), reX,neN. (3.88)
Stad z liniowosci operatora A,, oraz (3.82) mamy

Ay e () N Ay () < (ﬁm)ngm(x) n (5k)n€l(x>
1_67% 1_6l 1_6771 1_61

[En(x) = Fi(2)] <
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dla wszystkich x € X and n € N. Biorac n — oo otrzymujemy F,, = F; =: F'. Stad na
mocy (3.85) mamy

Em(T)

IF(2) = F(2)] < §

, reX,meM,
a wiec zachodzi (3.75).
W celu udowodnienia jedynosci takiego rozwiazania przypusémy, ze G : X — Y jest

takze rozwiazaniem rownania (3.77) oraz ||f(z) — G(z)|| < pr(x) dla x € X. Wtedy
TG = G dla kazego m € Z oraz

1G(z) = Fo)l| < [[f(z) = Go)| + [|f(x) = F(2)]| < 2p0(x), zeX. (3.89)
Ustalmy m € M. Wéwczas analogicznie jak w (3.88) otrzymujemy

1G(z) = Fo)| = [ Tn"G(2) = To"F(2)[| < Am"(2p1)(2), v € X,neN,
Stad na mocy definicji pz,, monotonicznodci i liniowosci operatora A, oraz (3.82) mamy

2A, " em () 2(5m)n5m($)
I6e) — Pl < 2ptentt)  Son) 2

dla z € X oraz n € N. Biorgc n — oo otrzymujemy, ze G = F, co konczy dowdd w

przypadku, gdy A; = 1.
Jesdli Ay # 1, to warunek (3.74) moze by¢ zapisany w postaci

If(x +y+2)+ Aof(2) + Asf(y) + Auf(2) — Asf(x +y) — Asf(z+2)  (3.90)
—;{;f(y—i—Z)ng(Qi,y,Z), (a:,y,z)EX,

gdzie
A
AZ = 717 ) = 27 a77
A0
~ L(z,y, 2
E(ay.z) = 2082 0y yex,
| A
i teraz mozemy skorzystac¢ z przypadku, gdy A; = 1. |

Nastepujacy rezultat o hiperstabilnosci rozwazanego réwnania wynika z Twierdzenia
3.5.

Whniosek 3.3
Niech (X, +) bedzie grupg przemienna, Y bedzie przestrzenig unormowang nad ciatem
K e {R,C}, Ay,...,A; € K oraz A; # 0. Zalozmy, ze f: X =Y, c:Z — [0,00),
L: X — [0,00) spetniajg warunki (3.72), (3.73), (3.74) oraz istnieje taki niepusty zbior
Mo C M, ze

sup B < |Ail, inf L((2m+ 1)z, —max, —maz) =0, r e X.
meMo meMo

Wtedy f spelnia réwnanie (2) dla wszystkich x,y,z € X.
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Dowéd. Zauwazmy, ze pr(x) =0 dla x € X, gdzie py, jest zdefiniowane jako (3.76).
Zatem Twierdzenie 3.5 implikuje teze, tj. przyblizone (w sensie (3.74)) rozwiazanie
réwnania (2) jest rozwiazaniem dokladnym. [

Wyniki powyzsze koresponduja z rezultatami w [13, 49] oraz klasycznymi wynikami
o stabilnosci réwnania Cauchy’ego (patrz np. [10, p. 3|, [33, p. 15,16] i [36, p. 2]).

Uwaga 3.1
Jedli w Twierdzeniu 3.5 wezmiemy L takie, ze L(0,0,0) = 0 oraz

(z,,2) € X*\ {(0,0,0)},

z M,a;,p,w € R takimi, ze M > 0, o; > 0dlai=1,2,3, p > 0 oraz w < 0, wtedy
funkcja ¢ moze mie¢ na przyktad postaé c¢(m) = |m|P™.

w
Y

L(z,y, z) = M(aa|Jall” + azllyll” + as]|=]")

Whiosek 3.4 daje kolejna charakteryzacje przestrzeni unitarnych (por. [5, Wniosek
5(1)])-

Whniosek 3.4
Niech X bedzie przestrzenig unormowang nad ciatem K € {R,C}, X := X3\ {(0,0,0)},
Ay,..., A7 € K oraz Ay # 0. Niech

D(w,y,2) = |Arlle+y + 2” + As|z]|> + Asllyl* + Ad 2]

— Asllw+yl* — Asllw + 2l* — Arlly + 2%, @y z€ X

Zatozmy, Ze istniejqg oy, w,p € R takie, Ze p >0, w <0, a; >0 dla1=1,2,3 oraz

D
M= sup (z,y,2)

wyoek (P + aallyll? + as|2(|?)

Wtedy X jest przestrzenig unitarng.

Dowdéd. Niech f(x) = ||z||* dla z € X oraz funkcje L i ¢ maja postaé¢ opisana w
Uwadze 3.1. Wtedy sa spelnione zatozenia Wniosku 3.3 z Mg := {m € M : m > my},
gdzie liczba mg € N jest tak dobrana, aby sup,,cq, Bm < |A1|. Zatem na mocy tego
Whniosku 3.3, f jest rozwiazaniem réwnania (2).

Pokazemy, ze A, = ... = A;. Zastepujac x przez ax, y przez [fx przez z jako vr w
réwnaniu (2) otrzymujemy

(Ao + B+7)% + Az + 4352 + Ay?)||z)?

= (As(a+B)? + As(a+7)? + A7(B+7))||=|?, re X af,vekK

Zatem

Ai(a 4+ B47) 4 Asa® + Agf? + Ay
= As(a+ 0 +As(a+1)° + A4 (B+9)?  aByeK. (391)

Biorac a« = 1,8 = v =0 w (3.91) mamy
A+ Ay = As + Ag (3.92)
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i nastepnie z f = —a = 1 oraz v = 0 w (3.91) otrzymujemy réwnosé¢ As + Az = Ag+ Az,
a w konsekwencji

Al — Az = A5 — A;. (3.93)
Analogicznie gdy f = 1,a =y =0 oraz f = —y = 1, a = 0 otrzymujemy

Ay — Ay = A; — A, (3.94)
orazy=1l,a=0=0ia=—y=1, f =0 dostajemy

Al — Ay = Ag — As. (3.95)

Dalej wstawiajac 1l =a=—-f=—y,1=—a == —yorazl = —a= - =~ do
(3.91) otrzymujemy odpowiednio

Ay Ay + Ay + Ay = 4A;,

A+ Ay + Az + Ay = 4 A,
Ay + Ay + Ag + Ay = 445,

zatem A5 = Ag = A7 oraz z (3.93)-(3.95) mamy, ze A = Ay = A3 = Ay. W konsekwen-
cji z (3.92) dostajemy, ze Ay = ... = Az.
Udowodnilismy, ze (4) zachodzi, co konczy dowdd. |
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Rozdziat 4

Rozwigzania

W biezacym rozdziale przedstawimy rezultaty wlasne zawarte w publikacjach [4, 20]
(uzyskane wspélnie ze wspétautorami tych prac); dotyczace rozwigzan réwnania (2), tj.

A F(z+y+2)+ AsF(z) + AsF(y) + AsF(2) = AsF(x +y) + A F (2 +2) + A7 F(y + 2),

ktore rozwazamy w klasie funkcji F' : X — Y, przy zatozeniu, ze X jest monoidem,
Y jest przestrzeniag wektorowa nad ciatem K liczb rzeczywistych R lub zespolonych C
oraz Ay, ..., A7 € K. Przypomnijmy, ze kazde rozwiazanie rownania (3) spetnia warunek
F(0) = 0, natomiast niekoniecznie tak jest w przypadku réwnania (2).

Réwnanie (2) jest szczegdlnym przypadkiem réwnania postaci (1), tj.

!

F(zi+ ...+ z) =Y Ti(Fpi(z1,...,z.)) + D(z1,...,2,), T, ..., 1 € X.

i=1

Prezentujemy tutaj kilka dodatkowych obserwacji dotyczacych rozwigzan réwnania
(2). W szczegdlnosei wskazemy zaleznosci miedzy wspotezynnikami réwnania, jesli dla
rozwiazania F' tego rownania zalozymy warunek F(0) = 0 oraz podamy zalozenia
gwarantujace, ze kazde rozwiagzanie rownania (2) spetnia warunek F'(0) = 0.

Glowny rezultat tego rozdziatu mowi, ze jesli przyjmiemy zatozenie, ze nie wszystkie
wspétezynniki Ay, ..., A7 sa sobie réwne, to kazde rozwigzanie F' : X — Y réwnania (2)
takie, ze F'(0) = 0 jest funkcja addytywna. Natomiast, jesli przy tym zatozeniu pomi-
niemy warunek F'(0) = 0, to rozwiazanie tego réwnania jest suma funkcji addytywnej i
statej.

Oprocz tego zajmiemy sie rozwiazaniami réwnania postaci (2.26) z D(z,y,z) =0,
.

fx+y+2)=af(r)+af(y) +asf(z)
+asf(r+y)+asf(r+2) +asf(y + 2), (4.1)

ktore r6zni sie tym od réwnania (2), ze pierwszy wspélczynnik jest rowny 1 oraz
wszystkie pozostale wspotezynniki znajduja si¢ po prawej stronie réwnania.

W réwnaniu (2) dopuszczamy natomiast dowolne wartodci wszystkich wspotezynni-
kéw wylaczajac tylko przypadek trywialny, w ktérym wszystkie wspotczynniki sa réwne.
Zauwazmy, ze funkcja zerowa jest rozwigzaniem réwnan (2) oraz (4.1). W przypadku,
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gdy A; # 0, réwnanie (2) mozemy sprowadzi¢ do réwnania (4.1) dzielac rownanie (2)
stronami przez A; i przenoszac odpowiednie wyrazy na drugg strone rownania.
Ponizej przedstawimy rezultat dotyczacy postaci rozwiazan réwania (4.1).

Propozycja 4.1
Niech ay,...,a¢ € K. Jesli funkcja f: X — Y jest rozwigzaniem rownania (4.1), to
jest ona postact

f(z) = q(z) + a(x) + d, r€X,

gdzie q - X —'Y jest funkcjg kwadratowq, o : X — 'Y jest funkcjg addytywna, d € Y
jest stalq.

Dowdéd. Zauwazmy, ze podstawienie z = y = z = 0 w réwnaniu (4.1) skutkuje
dwoma nastepujacymi warunkami:

a+...+as=1 lub f(0) =0. (4.2)

Wstawiajac w (4.1) y = z = 0, nastepnie x = y = 0, a potem x = z = 0 otrzymujemy
odpowiednio

(1 —a1 —as —as)f(zx) =(az + az + as) f(0),
(1 —asz —as —ag) f(x) =(a1 + as + a4) f(0),
(1 — Q2 — Q4 — a6)f(x) :(Cll + as + (I5)f(0),

dla x € X. Je$li a1 + a4+ a5 # 1 lub az + a5 + ag # 1 lub as + a4 + ag # 1, to f jest
funkcja stala. Pozostaje wiec rozwazy¢ przypadek, gdy

a1+a4+a5:1,
as + as + ag = ]_, (43)
as + a4 + ag = 1.

Kladac w rownaniu (4.1) z = 0, nastepnie y = 0, a potem = = 0 otrzymujemy

odpowiednio
(as = 1) f(z +y) + (a1 + a5) () + (a2 + ag) f(y) + as f(0) = 0, (4.4)
(a5 = 1) f(z 4+ 2) + (a1 + aq) f(x) + (ag + ag) f(2) + a2 f(0) = 0, (4.5)
(a6 — 1) f(y + 2) + (a2 + a1) f(y) + (a3 + a5) f(z) + a1 f(0) =0, (4.6)

dla z,y,z € X. Dodajmy powyzsze trzy réwnosci stronami, a nastepnie zastosujmy
(4.3) oraz posta¢ réwnania (4.1). Wéwezas dostajemy

flx+y+2)+f()+ fly) + f(2) = fla+y) = flz+2)
— f(y+2) + (a1 +az +a3) f(0) =0, x,y,2 € X.

Jedli f(0) = 0 otrzymujemy, ze f spelia réwnanie Frécheta, zatem f ma postaé
f = a+q, gdzie a : X — Y jest funkcja addytywna, ¢ : X — Y jest funkcja
kwadratowa.
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Jesli £(0) # 0, to z warunku (4.2) mamy, ze a;+. . .+ag = 1. Zatem dodajac stronami

réwnosci (4.3) dostajemy, ze a4 + a5 + ag = 2, a w konsekwencji a; + as + ag = —1.
Zastapmy z przez y oraz z przez x w (4.5), a takze y przez x oraz z przez y w (4.6),
a nastepnie dodajmy stronami otrzymane w ten sposéb réwnania oraz réwnanie (4.4).

Wowcezas otrzymujemy

flx+y)=f(x)+ f(y) — f(0), =zyeX.

Stad otrzymujemy, ze a: X — Y postaci a(z) := f(x) — f(0) dla x € X jest funkcja
addytywna. Zatem f(x) = a(x) + d, gdzie d = f(0), co konczy dowdd. [ |

W ponizszym rezultacie przedstawimy warunek wystarczajacy dla F'(0) = 0 rozwia-
zania réwnania (2).

Propozycja 4.2
Jesli zachodzi warunek

A+ Ay + As+ Ay # As + Ag + Ay, (4.7)
to kazde rozwigzanie F : X — 'Y rownania (2) spetnia warunek F(0) = 0.

Dowdd. Niech F' bedzie rozwigzaniem réwnania (2). Kladac x =0, y = 0 oraz z = 0
w réwnaniu (2) otrzymujemy

(A1 + Ay + A3 + A F(0) = (A5 + Ag + A7) F(0). (4.8)

Stad jesli F'(0) # 0, to
A+ As+ As+ Ay = As + Ag + Ar. (4.9)
W konsekwencji biorac pod uwage zatozenie (4.7) mamy F'(0) = 0. [

Zauwazmy, ze w przypadku A; = 1 po przeksztatceniu réwnania (2) do postaci
(4.1), warunek (4.7) przyjmuje postaé

CL1+(12+CL3+CL4—|—CL4+CL67£1, (410)

co jest zgodne z (4.2). Nastepne wlasnosci dotyczy¢ beda rozwiazan réwnania (2), ktore
spelniaja warunek F'(0) = 0.

Propozycja 4.3
Jezeli niezerowa funkcja F : X —'Y taka, ze F(0) = 0 spelnia réwnanie (2), to

Ay = —A1 + As + As,
A3 — _Al —|— A5 + A7, (411)
A4 = —Al —|—A6 + A7.

Dowéd. Ktadac y = 0, z = 0 w rownaniu (2) dostajemy
A F(x) + Ay F (z) = A;F () + AgF(x), z€ X.
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Stad
<A1+A2—A5—A6)F(3§'):0, r € X.

Zatem
Ay = —A1 + As + A,

poniewaz F' jest niezerowa funkcja. W podobny sposéb otrzymujemy dwie pozostate
réwnosci w (4.11). A doktadniej, wstawiajac odpowiednio x = 0, z = Qorazx =0, y =0
dostajemy Az = —A; + A5 + A; oraz Ay = — A + Ag + As. [ |

Propozycja 4.4
Zalozmy, ze warunki (4.11) sq spelnione. Wtedy kazda funkcja addytywna a : X —'Y
jest rozwigzaniem réwnania (2).

Dowdéd. Niech a : X — Y bedzie funkcja addytywna. Wtedy

Asa(x 4+ y) + Asa(z + z) + Aza(y + 2)
= (A5 + Ag)a(x) + (A5 + A7)a(y) + (A(; + A7)CL(Z). (412)

Z warunku (4.11) otrzymujemy

Ara(z +y + 2) + Asa(r) + Asaly) + Asa(z) = Ara(z +y + 2)

+ (—A1 + As + Ag)a(z) + (—A1 + As + Ar)aly) + (—A1 + As + A7)a(z).
Korzystajac z addytywnosci funkcji a upraszczamy wyrazenie po prawej stronie powyz-
szej rownosci

Aja(z +y + 2) + Asa(z) + Asa(y) + Asa(z)
= (A5 + Ag)a(x) + (A5 + Ar)a(y) + (As + Ar)a(z). (4.13)

Stad i addytywnosci funkcji a dostajemy

Ara(x +y + 2) + Asa(z) + Asa(y) + Asa(z)
= Asa(z +y) + Aga(x + 2) + Aza(y + 2),

tj. funkcja a spetnia réwnanie (2). |

Whniosek 4.1
Niezerowa funkcja addytywna a : X —'Y spelnia réwnanie (2) wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi warunek (4.11).

Dowdd. Niech a : X — Y bedzie niezerowg funkcjg addytywna. Zatézmy, ze funkcja
a spelia réwnanie (2). Wtedy z Propozycji 4.3 relacje (4.11) zachodza, poniewaz
a(0) = 0. Natomiast odwrotng implikacje otrzymujemy wprost z Propozycji 4.4. |

Wnhiosek 4.2
Jesli réwnanie (2) ma niezerowe rozwigzanie F': X —'Y takie, ze F(0) =0, to kazda
funkcja addytywna a - X —'Y spelnia réwnanie (2).
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Dowdéd. Zatézmy, ze réwnanie (2) ma niezerowe rozwiazanie ' : X — Y takie, ze
F(0) = 0. Wtedy z Propozycji 4.3 zachodza réwnosci (4.11). Zatem z Wniosku 4.1
kazda niezerowa funkcja addytywna spetnia réwnanie (2). [

Powyzsze rezultaty pokazuja, ze jesli zbior wszystkich niezerowych rozwigzan F :
X — Y réwnania (2) takich, ze F(0) = 0 jest niepusty, to zawiera zbiér wszystkich
addytywnych funkcji a : X — Y. Natomiast jesli zatozymy, ze zachodza zaleznosci
(4.11) miedzy wspdtezynnikami réwnania, to z Propozycji 4.4 dostajemy, ze rozwazany
zbiér rozwiazan rownania (2) jest niepusty.

Przedstawimy teraz gtéwne twierdzenie tego rozdziatu. Rezultat ten otrzymujemy
przy zalozeniu, ze dwa dowolne wspotczynniki A; sg rézne od siebie.

Twierdzenie 4.1
Jesli A; # Aj dla pewnych i,5 € {1,...,7}, to kazde rozwigzanie F' : X —'Y rownania
(2) takie, ze F(0) = 0 jest funkcjg addytywng.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli F' = 0 jest funkcjg zerowa, to F jest funkcjg addytywna.
Niech F' bedzie niezerowym rozwigzaniem réownania (2) takim, ze F'(0) = 0. Wéwezas na
mocy Propozycji 4.3 zachodza réwnosci (4.11). Rozwazmy dwa nastepujace przypadki:
Ay # As oraz Ay = As. Z wlasnosci (4.11) mamy

Aj — A5 = Ag— Ay = A; — A3 .= B. (4.14)
Najpierw zalézmy, ze A; # As. Kladac z = 0 do réwnania (2) dostajemy
AiF(x +y) + AsF () + AsF(y) = AsF(z +y) + AgF(x) + A7 F(y), =,y € X.
Stad
(A1 — As)F(z +y) = (As — A2)F(x) + (A7 — A3)F(y), =,yeX. (4.15)
Z warunku (4.14) réwnanie (4.15) moze by¢ zapisane w postaci
BF(x+vy) = BF(x)+ BF(y), z,y€ X,
gdzie B # 0. W rezultacie
Flx+y)=F(x)+ F(y), z,y€X.

Teraz przechodzimy do przypadku, gdy A; = As. Z warunku (4.14) otrzymujemy,
ze Ag = A oraz A; = As, a réwnanie (2) jest postaci

A F(x+y+2)+ AsF () + AsF(y) + A4F(2)
=AiF(x+y)+AF(x+2)+AsF(y+2), z,y,z€X.

Nastepnie ktadac x = 0 dostajemy, ze

A F(y+2)+ AsF(y) + AyF(2) = AiF(y) + AF(2) + AsF(y+ 2), y,z € X.
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Stad

(A1 = A3)F(y + 2) = (A1 — A3)F(y) + (A2 — A F(2), y,z€X. (4.16)
Z relacji (4.11) dostajemy, ze

Al—A7:A6—A4.
Zatem
Al—AngQ—A4 = C, (417)

poniewaz z (4.14) mamy A; = Aj oraz Ag = As. W konsekwencji rownanie (4.16) moze
by¢ zapisane w postaci

CFly+z2)=CF(y)+CF(z), y,zeX. (4.18)

Nastepnie rozwazamy dwa podprzypadki: A; # Az oraz A; = Asz. Jesli A; # Ajs,
to C' # 0, a z (4.18) otrzymujemy, ze F jest funkcja addytywna. Teraz zalt6zmy, ze
Ay = As. Wtedy z warunkéw (4.14) i (4.17) dostajemy, ze A; = A3 = A; = A; oraz
Ay = Ay = Ag. Stad réwnanie (2) ma postaé

=AF(z+y)+AF(e+2)+AF(y+2), zyz2€eX.

Zatem ktadac y = 0 mamy
A1F(x+ 2) + AsF(2) + AyF(2) = A F(x) + AsF(x + 2) + A1 F(2), x,z € X.
W konsekwencji
DF(x+z2)=DF(x)+ DF(z), z,z€X,
gdzie D =: A} — Ay. W rezultacie, jesli A; # A, to F jest addytywna. [ |

Bezposrednio z Twierdzenia 4.1 otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.3
Jesli istnieje nieaddytywne niezerowe rozwigzanie F : X — Y rownania (2) takie, ze
F(0)=0, to A, = A; dla wszystkich i,5 € {1,...,7}.

Ponadto z Twierdzenia 4.1 i Propozycji 4.2 bezposrednio otrzymujemy nastepujacy
opis zbioru rozwiazan réwnania (2).

Whniosek 4.4
Jesli A; # A; dla pewnych i,j € {1,...,7} oraz warunek (4.7) zachodzi, to kazde
rozwigzanie réwnania (2) jest funkcjq addytywng.

W dowodzie Propozycji 4.1 pokazalismy, ze jesli rozwiazanie réwnania (4.1) spetnia
warunek f(0) = 0, to ma ono postaé¢ f = a+q, gdzie o : X — Y jest funkcja addytywna,
q: X — Y jest funkcja kwadratowa. Korzystajac z Twierdzenia 4.1 mozemy podac
warunki, ktore gwarantuja, ze w tym przypadku zbiér rozwigzan zawiera tylko funkcje
addytywne.
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Whniosek 4.5
Jesli zachodzi warunek (4.10) oraz co najmniej jedna z ponizszych réwnosci nie jest
spetniona

ap=-—1, aa=-1, as=-1, au=1, as;=1, ag=1,

to kazde rozwigzanie réwnania (4.1) jest funkcjq addytywng.

Teraz sformutujemy dwa rezultaty, w ktorych nie bedziemy zaktadaé, ze rozwigzanie
F: X — Y rozwazanego rownania spetnia warunek £'(0) = 0.

Whniosek 4.6
Zatozimy, ze A; # A; dla pewnych i,j € {1,...,7}. Jesli F : X =Y jest rozwigzaniem
réwnania (2), to

F(z)=a(x)4+¢, xz€lX, (4.19)

gdzie a : X —'Y jest funkcjq addytywng oraz ¢ = F(0).

Dowdéd. Niech F spetia réwnanie (2). Jesli F/(0) = 0, to z Twierdzenia 4.1 otrzy-
mujemy, ze F' jest postaci (4.19) z ¢ = 0. Nastepnie zatézmy, ze F(0) # 0. Zdefiniujmy
funkcje Fy : X — Y jako

Fyo(z) == F(x) — F(0), ze€lX.

Wtedy Fj jest rozwiazaniem roéwnania (2), poniewaz F' spelnia rownanie (2) a w
konsekwencji zachodzi warunek (4.8). Z Twierdzenia 4.1 funkcja Fy jest addytywna,
gdyz Fy(0) = 0. Zatem F jest suma funkcji addytywnej oraz statej ¢ := F(0).

[

Zauwazmy, ze teza odwrotna do Wniosku 4.6 jest falszywa. Przy zalozeniu A; # A;
dla pewnych i, j € {1, ..., 7} mozemy tak dobra¢ wspétczynniki réwnania (2), ze zbiér
rozwiazan sktada sie tylko z funkcji zerowej, z wszystkich funkcji statych lub z wszystkich
funkcji addytywnych. Rozwazmy przypadek, gdy A; = 2 oraz Ay = A3 = Ay = A5 =
Ag = A; = 1. Wtedy z Propozycji 4.2 dla pewnego rozwiazania F' réwnania (2) mamy
F(0) = 0, poniewaz warunek (4.7) zachodzi. Zatem powolujac sie na Wniosek 4.1
otrzymujemy, ze jedynym rozwiazaniem réwnania (2) jest funkcja zerowa, poniewaz
warunek (4.11) nie jest spetniony. W przypadku, gdy A; = Ay = A3 = Ay = A5 = Ag =
1 oraz A; = 2, zbiér rozwigzan réwnania (2) sklada sie z wszystkich funkcji statych,
poniewaz zaden z warunkéw (4.7) oraz (4.11) nie zachodzi.

Teraz rozwazmy przypadek, gdy A; = 3, Ay = A3 = Ay = —1 oraz A5 = Ag =
A; = 1. Wtedy z Propozycji 4.2 mamy F'(0) = 0, dla kazdego rozwiazania F' réwnania
(2). Zatem z Propozycji 4.4 otrzymujemy, ze zbior rozwigzan réwnania (2) ztozony
jest z funkcji addytywnych. W przypadku, gdy A; = 3, Ay = A3 = Ay = 1 oraz
As = Ag = A; = 2, kazda funkcja I postaci (4.19) jest rozwiazaniem réwnania (2).
Wynik sformutowany bardziej ogdlnie przedstawiamy ponizej.

Whniosek 4.7
Zalozmy, ze warunki (4.9) oraz (4.11) zachodzq. Jezeli F' - X —'Y jest postaci (4.19),
gdzie a : X —'Y jest funkcjg addytywng oraz c € Y, to F' jest rozwigzaniem rownania

2).
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Dowéd. Poniewaz relacja (4.11) zachodzi, powotujac sie na Propozycje 4.4 mamy,
ze kazda addytywna funkcja spelnia réwnanie (2). Ponadto warunek (4.9) implikuje, ze
funkcja stata jest rozwigzaniem réwnania (2). [

Na koncu tego rozdzialu przypomnijmy, ze pozostal jeszcze przypadek, gdy A; =
... = A7, w ktorym istnieje nieaddytywne rozwiazanie I’ rownania takie, ze F'(0) = 0.
Mianowicie, bez straty ogélno$ci mozemy zatozy¢, ze A; = ... = A; = 1, otrzymujac
réwnanie (3) (wykluczmy przypadek trywialny, gdy A; = ... = A; = 0). Zalézmy,
ze (X,]| - ||) jest przestrzenia unitarng oraz Y = R. Wtedy funkcja F' : X — R
postaci F(x) := ||z]|?, gdzie norma pochodzi od iloczynu skalarnego, jest rozwigzaniem
réwnania (2), (por. [30]). Ponadto w tej rozprawie zostalo udowodnione, ze jesli F :
X = R, F(x) = ||z|?* jest rozwiazaniem (2), to A; = ... = A7. Rezultat ten pochodzi z
publikacji [42] (i nawiazuje do Wniosku 4.3).
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Rozdziat 5

Zastosowania i przyklady

5.1 Zastosowania rozwigzan addytywnych

W tym podrozdziale pokazemy zastosowania addytywnych rozwiazan w gtéwnych
rezultatach dotyczacych stabilnosci dla réwnania (2) dla przypadku (I). Zauwazmy, ze
wynik prezentowany ponizej nie moze by¢ zastosowany do réwnania (3), poniewaz jego
zalozenie wyklucza przypadek gdy A; = ... = A; = 1.

Whniosek 5.1

Niech (X, +) bedzie grupg abelowq, Y bedzie przestrzeniq Banacha. Zalozmy, ze A; #
A; dla pewnych i,j € {1,..,7}, Ag+ A3+ Ay # 0, L: X® — [0,00) spelnia warunek
(3.10) oraz Py, B € [0,1), gdzie By oraz [ oraz sq zdefiniowane jak w Twierdzeniu 3.1.
Niech f: X — Y bedzie funkcjg spelniajocq warunek (3.12). Wtedy istnieje jedyne
addytywne rozwigzanie a : X — Y rownania (2) takie, Ze

L(z,z,x)

||f(l’> _OJ(‘TJ)H < |A2 +A3+A4|(1 —’Y(ZE))’ xr e X7 (51)

16 jesli x #0,
v(x) = L f
Bo jesli x=0.

Dowdéd. Powolujac si¢ na Twierdzenie 3.1 istnieje jedyne rozwiazanie F': X — Y
réwnania (2) takie, ze

If(z) = F(2)| < p(z), zeX.
Wtedy z Propozycji 4.2 i Twierdzenia 4.1 otrzymujemy, ze F' jest addytywna. [ |

Z Wniosku 4.6 otrzymujemy zaprezentowany ponizej analogiczny rezultat do Wnio-
sku 5.1.

Whniosek 5.2

Niech (X, +) bedzie przemiennym monoidem, Y bedzie przestrzenig Banacha. Niech
A; # A; dla pewnych i,5 € {1,...,7}, Ay + As + Ay # 0 oraz relacje (4.11) zachodzq.
Niech funkcja L: X3 — [0,00) spetnia warunek (3.34) z cy,c3 € [0,00) takimi, Ze
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B = baco+bscs < 1, gdzie by, by sq okreslone w (3.11). Jesli f: X — Y spelnia warunek
(3.12), to istnieje jedyna funkcja addytywna a : X — 'Y oraz jedyna stala ¢ € Y takie,
ze

() —a(z) —c <prlz), 2eX,

gdzie pr(x) jest dana wzorem (5.1). Ponadto, funkcja F : X — Y postaci F = a+c
jest jedynym rozwigzaniem réwnania (2) spelniajgcym warunek

|f(z) — F(2)|| < pr(z), z€X.

Zauwazmy, ze warunek
L(kx, ky, kz) < ex L(x,y, 2), ke {2,3}, (5.2)

dla (z,y,2) = (0,0,0) oznacza, ze L(0,0,0) = 0 albo ¢y, c3 € [1,00).
Niech X bedzie przestrzenia unormowang. Wtedy funkcja kontrolna L : X3 — [0, c0)
dana jako

L(z.y, 2) = (el + azllyl” + asll=l)*,  (2.y,2) € X, (5-3)

z pewnymi stalymi p;, w, ; € R takimi, ze p; > 0 oraz a; > 0 dla i € {1, 2,3}, spetnia
warunek (3.10) z
cp = kP, k e {2,3},

gdzie

(max {pupaps) jedli w > 0
min {py, pa, p3}  jesli w < 0.

Z (3.15) mamy

(aaflz)™* + asllz]|” + asfl]™)"”

|As + Az + A4|(1 — P) 7

pr(z) = z € X\ {0}.

Wartosci funkeji L w (x,y,2) = (0,0,0) moga by¢ brane dowolnie. W szczegdlnym
przypadku L(0,0,0) moze przyjmowaé wartodci lewej strony warunku (3.12) w z =
y =2z =0. Dla x = 0 mamy

L(0,0,0)

pr(0) = | Ay + Az + A4l (1 — Bo)

Wtedy przyblizone rozwiazanie f spelniajace (3.12) nie musi spetnia¢ warunku f(0) = 0.
Niech Ay = —4, Ay = A3 = Ay = 8 oraz A5 = Ag = A; = 2. Relacje (4.11) zachodza
oraz by = i, by = é. Rozwazmy funkcje L : X® — [0, 00) postaci

L(z,y,2) = [l=ll” + [ly” + =P, (2,9,2) € X7,

z pewnymi p € R takimi, ze p > 0. Spelnia ona warunek (3.34) z ¢, = |k|P dla k € {2, 3}.
Zatem [ < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p € (0,1), poniewaz 2bs + 3b3 = 1, gdzie by, b3
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dane sa zdefiniowane w (3.11). W tym przypadku zatem Wniosek 5.2 implikuje, ze dla
funkcji f: X — Y spelniajacej warunek (3.12), istnieje funkcja addytywna F' taka, ze

[f(x) = Flo)ll < pr(z),  zeX,

gdzie

L(z,z,x)

pL(x):m, x e X.

Teraz rozwazmy funkcje L : X® — [0, 00) postaci
L(z,y,z) := (onlz|” + callyll” + asllz[")" +&,  (z,4,2) € X,

z pewnymi staltymi p, w, o; € R takimi, ze p > 0, w > 0, o; > 0 dla i € {1,2,3} oraz
e > 0. Wtedy warunek (3.10) zachodzi z ¢, = kP, poniewaz kP > 1.
Zauwazmy, ze przy zalozeniach Wniosku 5.1 dostajemy, ze

—3A; 4+ 2(A5 + As + A7) # 0,

w przypadku, gdy rozwiazanie réwnania (2) wystepujace w tym wniosku jest funkcja
niezerowa. Wynika to z Wniosku 4.1 na mocy ktérego relacje (4.11) sa spetnione. Zatem
Ag + Az + Ay = —3A; + 2(A5 + Ag + A7).
Zauwazmy réwniez, ze funkcja L : X — [0, 00) postaci
L(xz,y, z) := allz[ [yl +e (2,9,2) € X,
z pewnymi stalymi py, ps, p3, a, e € [0, 00) spetnia (3.10) z
cp = kPripates, ke {2,3},

gdyz ¢, > 1.

5.2 Przyktady oszacowan

Dla kazdego przypadku (I)-(VII) mozemy otrzymaé oszacowanie

1f(z) = F(2)]| < pr(z)

odlegtosci pomiedzy przyblizonym rozwiazaniem f réwnania (2) a jego doktadnym roz-
wigzaniem F', otrzymanym za pomoca Twierdzenia 1.1. Przypadek (I) zostal omdéwiony
doktadniej w poprzednim podrozdziale. Ponizej przedstawiamy liste wzorow funkcji pr
oraz odpowiednich statych b < 1, otrzymanych w kolejnych przypadkach, szacujacych
te odlegtosé (por. relacje (3.3)-(3.9)).

L(z,z, )

(I) pr(x) = AT Ayt A=) b:=c(2)d(2) +¢(3)d(3) < 1,
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A
,ﬂw:uﬁ;

As +Ag + A
d(2) = 5+ As + A7 e

A+ As + Ay

9

o L(z,z,—x) .
M o) = gy P e2dR) + e(0)d(0) + e~ d(-1) < 1,

Ag + Az

5
,d0) = |l——F—
(0) Al + Ay + As

A 4
2) = |—-7F——
d( ) ’A1+A2+A3

0=y
’ A 4+ Ay + As

9

B L(z,—x,x)
) o) = e A=)

b:=c(2)d(2) + ¢(0)d(0) + ¢(—1)d(—-1) < 1,

6

A 3
2) = |—m————
d( ) ’A1+A2+A4

As + A A
: =
, d(0) >\m+&+&

=|— ., d
A+ A+ Ay (

9

. L(—z,z,x) o
(IV) pr(x) == AT At A=) b:=c(2)d(2) 4+ ¢(0)d(0) + ¢(—1)d(—1) < 1,

. As + Ag
ad(o) T A1—|—A3—|—A4

7

A
d2) = ’Al + As + Ay

2

1) = ‘A
A+ A+ Ay

, d(

Y

o L(z,z,0)
V) @) = e A, — A= b

b:=c(2)d(2) + ¢(0)d(0) < 1,

A, — As

Ay
2) =
d(2) Ag + A; — Ay — Aj

 d(0) ::‘A6+A7—A2—A3

9

VD pule) L 0.

A oA AaTyy bR +d0d0) <1

Ay — A

A,
2) =
) =LA, =4, -4,

 d(0) ::‘A5+A7—A2—A4

9

o) L(0,,7)
PLVE) = T+ Ag — Ay — A1 —b)’
Al—A7 AQ
2 = =
) =T A= A, — a0 ‘A5+A6—A3—A4

Teraz podamy przyktady. Niech X bedzie przestrzeniag unormowana. Rozwazmy

(VII) b= c(2)d(2) + ¢(0)d(0) < 1,

funkcje L : X3 — [0, 00) dang wzorem
L(z,y,2) = " + yl” + 1=lP,  (2,y,2) € X7, (5.4)
z pewnymi p € R takimi, ze p > 0. Spelnia ona warunek

L(kx, ky, kz) < c(k)L(z,y,2),  (2,9,2) € X°
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z c(k) = |k|P dla kazdego k € Z, poniewaz L(kx, ky, kz) = |k|PL(z,y, 2). Zatem ¢(0) = 0
oraz c(k) > 1 dla wszystkich k£ € Z \ {0}. Zatem dla takiego ¢ mamy nastepujace
zatozenia

A5+ As + Ay
Ay + A3 + A,

1

s
Ao+ Az + Ay

() d2)+dB3)<b<1,  d2)+d3)

Y

As
1) =
(=1) )A1+A2+A3

4

A
IT d2)+d(—-1) <b< 1, d(2) +d ‘
() d@)+d(-1) @)+ i

)

() d2)+d(-1)<b<1,  d2)+d(-1

I

+’ As
A+ A+ Ay

=l
A Ay A

(IV)  d@2)+d(-1)<b<1, d2)+d

)

Aq ‘ As
1) =
( >‘&+&+m*ﬂm+@+m

A — As

V) d2)<b<1,  d?2) =
V) ) @)=k

9

B A — Ag
A+ A — Ay — Ay

(V)  d@2)<b<1,  d(2)

I

B A — A,
A+ Ag— Ay — A,

(VI d2)<b<1,  d(2)

Teraz pokazemy jak mozna zastosowaé¢ Twierdzenia 3.3 i 3.4 do udowodnienia
stabilno$ci réwnania (2) dla pewnych szczeg6lnych przypadkéw wartosci wspotezynnikow
Aji=1,..,7.

Rozwazmy nastepujacy przyktad. Wezmy w Twiedzeniu 3.3 nastepujace wspdtczyn-
niki A;

A1 =6,A=1,A3=2 Ay =A;=3,46=4,A; =5.
Z (3.36) mamy

stad z (3.53) dostajemy, ze

b= c(2)d(2) + e(~1)d(~1) = >+

1
3
W konswekwencji b < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p € (0,1). W szczegdlnym przypadku

5 mamy b = V2L orag

pr(z) = Lcmx’_x;=:24évivﬂxw

V2+1
e

dla p =
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Zatem

1) - Pl < 222

gdzie F' jest postaci
F(z) =a(x) + ¢, r € X,

z funkcja addytywna a : X — Y i c = f(0).
Aby udowodnié stabilno$¢ rownania (2) dla tych samych wartosci wspotezynnikdw
uzyjemy teraz Twierdzenie 3.4. Wtedy z (3.57) i (3.70) mamy d(2) = 1 oraz

op
W konsekwencji b < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p € (0,1). W szczegdlnym przypadku
dla p = % mamy b = ? oraz
L(z,2,0)  2++/2
pr(z) = = Akl
61— 3
Zatem

1) - Pl < 22l

Podsumowujac, dla rozwazanych wartosci wspotczynnikéw w Twierdzeniu 3.4 otrzy-
mujemy lepsze przyblizenie niz w Twierdzeniu 3.3, poniewaz w przypadku, gdy p € (0,1)
mamy

2r 2P 1
S <3 t3
Rozwazmy kolejny przyktad. Wezmy nastepujace wspotezynniki:

Al:A2:A3:2,A4:A5:A6:A7:1.

W Twierdzeniu 3.3 z (3.36) mamy

stad z (3.53) dostajemy, ze

b= c(2)d(2) + c(—1)d(~1) = 2; é

W konsekwencji b < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p € (0,log,5). W szczegdlnym
przypadku dla p = 1 mamy b = % oraz

L(z,z,—x) L(x,z,—x)

% oraz

Dlap:%mamyb:

L(z,z,—x) L(z,z,—x) 3(5+2)
= = \/ ~ (0.8366 .

pr(z) =
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W celu wykazania stabilnoéci réwnania (2) dla tych samych warto$ci wspotezynnikéw

zastosujemy takze Twierdzenie 3.4. Wtedy z (3.57) i (3.70) mamy d(2) = % oraz

W konsekwencji b < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p € (0,1). W szczegblnym przypadku

5 mamy b = Y2 oraz

dla p = 5

_ L(z,2,0) T -
pL(x)<—-2(1<_¥?) — 2+ V2) /|2 ~ 3.4142\/|}«].

Zatem w Twierdzeniu 3.3 dostajemy lepsze przyblizenie niz Twierdzeniu 3.4, poniewaz
dla p > 0 mamy

2 1 2P

g + 6 < 5
Ponadto w Twierdzeniu 3.3 otrzymujemy szerszy przedzial dla potegi p.

Przedstawimy teraz pewne kolejne uwagi dotyczace funkcji kontrolnej L. Niech
funkcja kontrolna L : X? — K spelnia nastepujacg nieréwnosé

L(k’l’,]{?y, k‘Z) < C(]C)L(‘%',y, 2)7 ([E,y,Z) = X3

dla pewnych k € Z. Zdefiniujmy L : X3 — K wzorem

L(z,y,z) := L(x,y,2) + 6,

gdzie § > 0. Wtedy, jesli c(k) > 1, to

L(kz,ky, kz) = L(kx, ky, kz) + 6
< c(k)L(z,y,z)+ 6

< e(k) (L(m,y,z) + C((Sk))

c(k)(L(x,y,z)+0) = c(k)L(x,y, 2).

N

Niech funkcja L bedzie dana wzorem (5.4). Wtedy

L(z,y,2) = ||=||” + lyl[” + [|z]|” + 6, (z,y,2) € X° (5.5)
oraz warunek
L(kz, ky,kz) < &(k)L(z,y,2),  (z,y,2) € X* (5.6)

zachodzi dla kazdego k € Z\ {0} z &(k) = |k’. Dla k = 0 mamy L(kz, ky, kz) = &
dla wszystkich (z,y,2) € X3. Zatem relacja (5.6) zachodzi z ¢(0) = 1, poniewaz § jest
wartoscig minimalna L. Zatem zostato otrzymane, ze

_ EP, jesli k#£0,
k) =
) { 1, jesli k=0
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Niech
Al:A2:A3:2,A4:A5:A6:A7:1.
7 Twierdzenia 3.3
- w43

b= &(2)d(2) + 2(0)d(0) + &(~1)d(~1) = =,

Stad b < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p € (0,log, 3). Dla p = 1 mamy b= % oraz

L(z,z,—x) =~
pr(x) = ———"+—= = L(x,x,—x) = 3||z||? + J.
6(1—32)
Teraz niech Ay = A3 = 2, Ay = Ay = Ay = Ag = A; = 1. W Twierdzeniu 3.3
b= %, poniewaz
1 2 1
A2 =, d0)=", d-1)=

Zatem b < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p € (0,1). W szczegdlnodcei, dla p = % dostajemy

b:

3++2 L(z,z,—x Wzl +6 242
r o pule) = : 3+ﬁ) - = (3 ||37||+5)-
5(1 — 3%2) 2 -2 2

7 Twierdzenia 3.4 z tymi samymi statymi co powyzej dostajemy, ze b= %, oraz b < 1
wtedy i tylko wtedy, gdy p € (0,00), poniewaz d(2) =0, d(0) = % A oszacowanie jest
nastepujace

L(z,z,0)

2(1-3)

pr(z) = = 2|[z[[” + 0.

Dla p = 3 mamy b = 3, oraz pr(x) = 2y/||z] + 9.
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