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Recenzja
pracy doktorskiej mgra Jacka Gatlika

“Kink Dynamics in the sine-Gordon Model: Interaction with
Inhomogeneities”

Praca doktorska pana mgra Jacka Gatlika liczy 95 stron i sklada sie z
trzech rozdziatow oraz z apendyksow zawierajgcych cztery opublikowane
prace stanowigce podstawe rozprawy. Rozdziat pierwszy poswiecony jest na
pobiezne wprowadzenie do teorii solitonéw topologicznych na przyktadzie
dwodch catkowalnych modeli: réwnania KdV oraz réwnania sine-Gordona. W
rozdziale drugim, podzielonym na cztery podrozdziaty, znajdujemy zwiezte
omowienie oryginalnych rezultatéw osiggnietych przez doktoranta a
opublikowanych w czterech artykutach zawartych w pracy doktorskiej. Sg to
dwie prace w Physica D (2021 i 2023) oraz dwie w Physical Review E (2023 i
2024). Ostatni rozdziat zawiera krotkie podsumowanie wynikéw. Rozprawe
doktorskg konczy wykaz literatury zawierajgcy 67 pozyciji.

Tematyka rozprawy doktorskiej dotyka niezmiernie waznych zagadnien
z dziedziny fizyki i matematyki nieliniowych, klasycznych teorii pola, a
mianowicie dynamiki solitonéw topologicznych. Solitony topologiczne
wystepujg w wielu kontekstach fizyki teoretycznej i doswiadczalnej - od teorii
fundamentalnych (instantony w Chromodynamice Kwantowej czy sfaleron w
modelu oddziatywan elektrostabych) do rozmaitych realizacji w kosmologii,
astrofizyce, fizyce materii skondensowanej i optyce.

W szczegélnosci praca poswiecona jest dynamice solitonow
topologicznych w (1+1) i (2+1) wymiarach w zmodyfikowanym modelu sine-
Gordon. Solitony takie sg tozsame z tzw. fluksonami. Sg to obserwowalne
doswiadczalnie kwaziczgstki wystepujgce w nadprzewodzacych ztgczach
Josephsona. Mozna zatem oczekiwaé, ze zaprezentowana matematyczna
analiza nieliniowych réwnan ruchu flfksonow znajdzie eksperymentalng
realizacje.
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Rozprawa doktorska rozpoczyna sie rozdziatem omawiajgcym dwa
catkowalne przektady réwnan solitonowych: réwnania KdV (solitony
nietopologiczne) i sine-Gordon (solitony topologiczne). W tym drugim
przypadku zaprezentowane sg rozwigzania jednokinkowe, rozproszeniowe
rozwigzanie kink-antykink wraz ze szkicem wyprowadzenia tych rozwigzan za
pomocg transformacji Backlunda czy transformacji odwrotnego rozpraszania.
Nastepnie Pan Gatlik prezentuje wyprowadzenie réwnania sine-Gordon jako
réwnania dla dynamiki réznicy faz funkcji falowych opisujgcych pary Coopera
w dwoch warstwach nadprzewodzacych, rozdzielonych cienkg warstwg
izolatora - tzw. ztgcze Josephsona. Jest to punkt wyjscia do modyfikaciji
réwnania sine-Gordona.

Rozdziat drugi wprowadza zmodyfikowane réwnanie sine-Gordona o
tzw. niejednorodnos¢ (lub innymi stowy impurity), ktéra tamigc translacyjng
niezmienniczo$¢ wyjsciowego rownania, prowadzi do ztamania catkowalnosci.
Ma to bardzo silne reperkusje dla dynamiki solitondw. Teoria nie posiada
nieskonczenie wielu catek ruchu i dzieki temu mozliwe sg procesy anihilacyjne
lub kreacyjne. Konkretna modyfikacja studiowana przez doktoranta zostata
zaproponowana wczeséniej przez prof. Dobrowolskiego jako efekt zakrzywienia
zlgcza Josephsona. W tej czesci rozprawy Autor dyskutuje po kolei kazdg z
czterech opublikowanych prac.

Pierwsza praca, Physica D (2021), poswiecona jest konstrukcji modelu
efektywnego opisujgcego zderzenie kinku z impurity w przypadku gdy impurity
ma zlokalizowang postaé typu schodkowego, przy czym badania ograniczajg
sie do przypadku przyciggajgcej niejednorodnosci. Gtéwnym zagadnieniem
jest modelowanie petnej dynamiki (czgstkowe rownanie rozniczkowe) za
pomocg modelu efektywnego. W szczegdlnosci Autor koncentruje sie na
modelowaniu predkoéci krytycznej rozdzielajgcej przypadek rozproszeniowy
(w stanie out mamy swobodny kink odbity do niejednorodnosci) od przypadku
przejscia przez impurity.

Technika uzyta do konstrukcji modelu efektywnego, w tej jak i w
kolejnych pracach, to technika wspoétrzednych kolektywnych, polegajgca na
redukcji nieskonczenie wymiarowego problemu teoriopolowego (réwnania
czastkowe na pole skalarne) do problemu ,mechanicznego”, tj. o skonczonej
liczbie stopni swobody (uktad zwyczajnych réwnan rézniczkowych). Mozna to
osiggna¢ np. poprzez identyfikacje podprzestrzeni konfiguracji pola (profili
pola skalarnego) parametryzowanych przez skohczong liczbe parametrow -
wspotrzednych kolektywnych. W nastepnym kroku wstawia sie taki
ograniczony zbiér konfiguracji pola do Lagranzjanu i wycatkowywuje po
zmiennych przestrzennych, zaktadajac, iz cata analizowana dynamika ukryta
jest w ewolucji wspotrzednych kolektywnych. W tym podejsciu najwazniejszy
krok to poprawna identyfikacja wspotrzednych efektywnych tj. konfiguracii pdl,
o ktérych zaktadamy, ze dajg najistotniejszy wktad do rozwazanych proceséw.



W pracy tej poréwnywane sg nastepujgce jednowymiarowe (jedna
wspotrzedna kolektywna) modele efektywne: (I) model oparty o
relatywistyczny profil kinku bez impurity tj. rownanie (35); (ll) podejscie
perturbacyjne zaproponowane przez MclLaughlina; (lll) model oparty o
rzutowanie réwnan ruchu na mod zerowy; (IV) model oparty o rzutowanie na
gestosc¢ energii. W rzeczywistosci podejscie (1) i (1ll) sg sobie rownowazne.

Oryginalnym i ciekawym wynikiem jest zauwazenie, ze autorskie
podejscie (IV) najlepiej modeluje petng dynamike. Znaleziona predkos$é
krytyczna bardzo dobrze zgadza sie z warto$ci z petnej teorii - szczegolnie dla
predkosci poczatkowych mniejszych niz 0.4. Dla wiekszych predkosci widac
rosngcyg rozbieznosé. Autorzy motywujg dobre dziatanie modelu efektywnego
(IV) poprzez fakt, iz kink nie jest w petni ciatem sztywnym i tylko czes¢ jego
.,materii” (gestosci energii) oddziatywuje z impurity. Z tego powodu zostaje
wprowadzona ,masa aktywna” kinku. Masa ta jest parametrem fitowanym do
dynamiki. Otrzymany model efektywny jest tozsamy z modelem (l), przy czym
masa swobodnego kinku jest zamieniona na mase aktywng. Taki model daje
bardzo dobre (wrecz idealne) wartosci predkosci krytycznej. Mankamentem
jest brak teoretycznego wyliczenia masy aktywnej.

W pracy drugiej, Physica D (2023), doktorant wspdlnie z promotorem
analizujg to samo réwnanie z dwoma modyfikacjami. Dodany jest czton
dyssypacyjny (pierwsza pochodna po czasie) oraz zewnetrzna sita
stochastyczna tj. biaty szum. W tym przypadku najwazniejszg obserwablg jest
prawdopodobienstwo przejscia kinku przez niejednorodnosé. Wielkos¢ ta jest
opisana przez rownanie Fokkera-Plancka. Autorzy postulujg efektywne
réwnanie ruchu kinku, r. (7), ktére pozwala na zastosowanie wzoru Fokkera-
Plancka na prawdopodobienstwo przejscia przez impurity.

W granicy gdy temperatura szumu dgzy do zera zaobserwowano
istnienie sity progowej rozdzielajgcej przypadek przejscia przez impurity od
przypadku gdy kink jest zatrzymany przed niejednorodnoscig (lub na niegj). Sita
ta wigze sie jednoznacznie ze stacjonarng predkoscia kilku.

Zastanawiajgcym wynikiem jest zaobserwowanie okien
rezonansowych (struktury chaotycznej) w granicy niskich temperatur.

Trzecia praca, Phys. Rev. E (2023), skupia sie na opisaniu
oddziatywania kilku z niejednorodnoscig sprzezong w standartowy dla
Autorow sposob. Tym razem niejednorodnosé jest gtadka, eksponencjalnie
zlokalizowang funkcjg. Celem pracy jest poréwnanie, ktére z powyzej
opisanych jednowymiarowych modeli wspétrzednych kolektywnych, oraz
nowych rozszerzen do modeli efektywnych z dwoma wspotrzednymi
kolektywnymi, najlepiej reprodukujg petna dynamike tj. dynamike zadang
czastkowymi rownaniami rozniczkowymi.
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Autorzy w pierwszym kroku ograniczajg sie do modelu kolektywnego z
jedng wspotrzedng. Jest to motywowane brakiem masywnych (dodatnich)
modow dyskretnych. Jedyny mod dyskretny to mod niestabilny, wywodzgcy
sie z odpychajgcego charakteru przyjetej impurity. Mod ten, w przypadku
braku niejednorodnosci jest zwyktym modem zerowym, wiec z tego punktu
widzenia jest uwzgledniony w analizowanych modelach efektywnych. W
przypadku, gdy dodana jest sita wymuszajgca i tumienie (dyssypacja)
struktura moddéw zmienia sie¢ w oczywisty sposéb - mamy do czynienia z
ttumionym modem oscylujgcym lub (dla odpowiednich wartosci parametréw
modelu) z modem przettumionym (bez oscylacji).

Analizowane sg trzy modele wspoétrzednych kolektywnych: (I) model
oparty o nierelatywistyczny (statyczny) profil kinku bez impurity; (II) model
oparty o rzutowanie rownan ruchu na mod zerowy; (lll) model oparty na
niezachowawczym Lagranzjanie. Metoda (I) daje jakosciowo dobre wyniki,
lecz ilosciowo zaobserwowano znaczgce odchylenia od trajektorii w petnej
teorii. Jest to zgodne z poprzednimi rezultatami. Metoda (Il) - tozsama z (I) w
przypadku braku ttumienia - pozwala jako$ciowo odtworzy¢ dynamike kinku,
takze w sytuacji gdy uwzglednimy ttumienie i zewnetrzng site. Np. w
przypadku zderzenia ponizej predkosci krytycznej, bardzo dobrze odtworzono
wielokrotne odbicia od niejednorodnosci.

W nastepnym kroku testowane sg modele efektywne z dwoma
wspoétrzednymi kolektywnymi - obok pozycji kinku (kinetyczny stopien
swobody) uwzgledniony zostat takze pewien wewnetrzny stopienn swobody,
ktéry mozna utozsami¢ z tzw. czynnikiem skali lub z modem Derrika. Taka
wspotrzedna kolektywna (mod) modeluje skrocenie Lorentza zboostowanego
kinku, i z tego powodu konstrukcja ta jest czasem nazywana jako
Relatywistyczna Moduli Space. Metoda (I) i (Il) daje znaczaco lepsze
przewidywania pozycji kinku, gdy uwzgledniono mod Derrika. Roéwniez
metoda (lll) w znaczacy sposéb poprawia swoje przewidywania i wyglada na
najlepsze podejscie kolektywne dla rozwazanych proceséw. Wydaje sie, ze
wspotrzedna kolektywna zwigzana z modem Derrika jest bardzo wazna dla
modelowania dynamiki kinkéw. Jest to zgodne z ostatnimi wynikami badan.

Nalezy zauwazyé, ze model z dwoma wspétrzednymi efektywnymi
wymaga dos¢ dobrej kontroli btedéw numerycznych, cho¢ w analizowanych
przypadkach nie nalezy raczej oczekiwa¢ pojawienia sie subtelnosci typu
osobliwosci metryki na moduli space, zwigzanych z procesami anihilacji kinku
i antykinku.



W czwartej, ostatniej pracy, Phys. Rev. E (2024), mamy do czynienia z
uogolnieniem modelu sine-Gordon z niejednorodnoscig na przypadek dwdéch
wymiarow przestrzennych. Rozpatrywano kilka rodzajow niejednorodnosci:
np. gdy deformacjg zlokalizowana wokoét poczgtku uktadu wspétrzednych i
zalezy od jednej lub obu wspétrzednych. Istotne jest natomiast to, iz rownanie
ruchu jest zdeformowane niesymetrycznie - tylko pochodna po ,x" jest
sprzezong do impurity.

W gtéwnej czesci pracy przebadano zderzenie Sciany domenowej
(kinku) w tak zdeformowanym, dwuwymiarowym modelu sine-Gordona.
Rozwazano kink propagujgcy sie wzdtuz kierunku ,x”, ktory napotyka na
swojej drodze niejednorodnos¢ (rozciggajaca sie nieskonczenie w kierunku ,y”
lub zlokalizowang w kierunku ,y”). Zderzenia przedstawiono w postaci filméw.
Dynamika jest w tym przypadku do$é bogata. Sciana domenowa napotykajac
impurity zmienia nie tylko swojg grubo$¢ ale i ksztatt (krzywizne).

Moje uwagi do pracy sg nastepujgce:

1.W pracach [1], [2] i [3] rozwazana jest niejednorodno$¢ typu
odpychajgcego. Z tego powodu oddziatywanie z kinkiem jest stosunkowo
proste - wykluczone sg (w przypadku teorii bez dyssypacji i sity
wymuszajgcej) stany zwigzane impurity-kink. Przyciggajgcy typ
niejednorodnosci pozwolitby na dodatkowe, bardziej nietrywialne testowanie
modeli efektywnych.

2. Dodatkowo rozwazana impurity (jak i kink w swobodnej teorii sine-Gordon)
nie majg modow wewnetrznych. Z tego powodu (rowniez w przypadku teorii
bez dyssypacji i sity wymuszajgcej) nie oczekujemy pojawienia sie
zachowan chaotyczny w zderzeniach kink-niejednorodnos$c¢. Takie
zachowania (i zwigzana z nig struktura fraktalna w formowaniu stanu
koncowego) sg efektem rezonansowego mechanizmu transferu energii
pomiedzy kinetycznym i potencjalnym (wewnetrznym) stopniem swobody.
Rozwazenie przyciggajgcej impurity moze skutkowac pojawieniem sie modu
normalnego zlokalizowanego na niej. W efekcie oczekiwatbym pojawienia
sie struktury chaotycznej. Testowanie modeli wspotrzednych kolektywnych
na takiej teorii byto by znacznie ciekawsze i duzo bardziej nietrywialne np.
poprzez modelowanie kreacji pary kink-antykink na impurity.

W literaturze znane sg modele efektywne opisujgce takg strukture fraktalna
(na przyktad w zderzeniach kink-antykink w modelu phi*4, phi*6 czy double
sice-Gordon), lecz jest to wcigz stosunkowo stabo zbadana i zrozumiana
czes¢ dynamiki solitondw i nowe wyniki byty by tutaj bardzo ciekawe.

3. Ukfad kink - odpychajacg impurity moze by¢ potraktowany jako sfaleron tj.
skonczenie energetyczne, lecz niestabilne, rozwiazanie rownan ruchu
(punkt siodtowy). W modelach analizowanych przez p. Gatlika taki sfaleron

JAGIELLONIAN
UNIVERSITY
IN KRAKOW

Faculty

of Physics,
Astronomy
and Applied

Computer Science

ul. prof. Stanistawa
tojasiewicza 11

PL 30-348 Krakdw

tel. +48(12) 664-48-90
fax +48(12) 664-49-05
e-mail:

wydzial.fais@uj.edu.pl



jest realizowanych gdy kink znajduje sie doktadnie na niejednorodnosci. W
literaturze dyskutuje sie ostanie o wptywie rozwigzan sfaleronowych na
dynamike solitonéw.

.W pracy [2] wspomniane jest, ze w granicy niskiej temperatury
obserwowano okna rezonansowe. Jest to bardzo interesujgcg uwaga ale
niestety brak pogtebionej analizy tego zagadnienia. Jak ona wyglada? Jaki
jest powdd istnienia tej struktury? Autorzy wykazuja, ze teoria nie ma
zadnych masywnych modéw normalnych wiec nie jest oczywiste co jest
przyczyna pojawienia sie struktury rezonansowej. W teorii phi*4 kinki majg
mod wibracyjny (shape mod), w teorii phi*6 brak takich zlokalizowanych
modow ale istniejg mody zdelokalizowane, rozciggajgce sie pomiedzy
zdarzajgcymi sie solitonami.

.W pracy [2] wielkosci \Omega i \omega sg fitowane do numeryki.
Oczywiscie obniza to troche site przewidywania modelu efektywnego, ktéry
teraz zalezy od dwoéch, w zasadzie dowolnych parametrow. Ma to zwigzek z
tzw. resztkowym oddziatywaniem pomiedzy kinkiem a impurity - réwnanie
(7). Jak dobre jest zatozenie o staltym oddziatywaniu resztkowym?
Szczegolnie, ze niejednorodnos¢, jak i kink, zlokalizowane sg przeciez
eksponencjalne.

. Czy Autor ma jakiekolwiek propozycje jak obliczy¢ mase aktywng z pracy
[1]? W pracy wylgcznie fituje sie te wielko§¢ do numeryki zderzen kink-
niejednorodnosc.

. Dlaczego metoda rzutowania na gesto$¢ energii zostata zastosowana tylko
w pracy [1], skoro wykazano, ze jest to najlepsza metoda do konstrukcji
modelu efektywnego?

. W pracy [3] nie sg podane warunki poczgtkowe dla dynamiki w modelu
efektywnym z dwoma wspoirzednymi kolektywnymi. Jednoczesnie
zaobserwowano, ze juz od chwili poczatkowej \gamma (druga wspétrzedna
kolektywna) oscyluje. Jest to zachowanie niefizyczne i niezgodne z
warunkiem poczatkowym w petnej teorii, gdzie kink porusza sie ruchem
jednostajnym ze statg \gamma (zboostowany kink). Wyglada na to ze
warunki poczatkowe w modelu efektywnym i teorii pola nie sg tozsame!
Prosze poréwnaé z

N. Manton, K. Oles, T. Romanczukiewicz, A. Wereszczynski, Collective

coordinate model of kink-antikink collisions in <p4 theory, Phys. Rev. Lett.
127 (2021) 071601; [arXiv:2106.05153].

. Patrzac z ogodlniejszego punktu widzenia troche brakuje bardziej
geometrycznej analizy otrzymanej moduli space (przestrzeni wspoétrzednych
kolektywnych), szczegodlnie w przypadku modeli efektywnych z dwoma
wspoétrzednymi. Jaka jest dokfadnie metryka, czy ma osoblowisci, jak jest
geometria tej przestrzeni, krzywizna? Datoby to bardziej kompletny opis i



pozwolitoby lepiej poréwnac otrzymane wyniki z modelami wspotrzednych
efektywnych dla proceséw w innych teoriach solionowych (zderzenia kink-
antykink, worteksy w Abelowym Modelu Higgsa itp.).

Pragne podkresli¢, iz moja ocena pracy jest jednoznacznie pozytywna.
Rozprawa doktorska Pana Jacka Gatlika tgczy w sobie wysokiej klasy
rachunki numeryczne (dynamika PDE petnych réwnan teorio-polowych i
dynamika ODE roéwnan modeli efektywnych) jak i szczegdtowg analize
analityczng otrzymanych wynikéw (np. budowa modeli wspoétrzednych
kolektywnych).

Bardzo istotng kwestig jest znaczgcy, samodzielny wkfad doktoranta w
pracach [1]-[4]. Przede wszystkim wykonat on osobiscie wszystkie obliczenia
numeryczne dla PDE (petna teoria) i ODE (modele efektywne). Dodatkowo,
byt odpowiedzialny za czesS¢ obliczen analitycznych oraz za przygotowanie
ostatecznej wersji artykutow wchodzgcych w sktad rozprawy.

Bezwatpienia, praca spetnia wszystkie wymagania stawiane
rozprawom doktorskim. Whnioskuje o dopuszczenie Pana Jacka Gatlika do
dalszych etapow postepowania nadania stopnia naukowego doktora.

Prof. dr hab. Andrzej Wereszczynski
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